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1. a) Ekvationen dr separabel - variablerna separeras genom

d—x:adt

sin? (Bz)

/ﬁ?ﬁm:/adu

—% cot(Bz) = at + C,

och ledvis integration leder till

dvs till
och inséittning av begynnelsevillkoret ger att C' = 0. Den sista ekvationen kan losas med
avseende pa x, vilket ger den svkta losningen:
x(t) = % (arccot(—pat))
b) Eftersom
1 1 /m 1 /m
x(t) = = (arccot(—pBat)) = = (— — arctan(—pat ) == (— + arctan(fSat )
(1) = 5 (axcoot(~Bat)) = 5 (3 (~8at)) = 5 (3 (pat)

maste funktionen z (¢) se ut som pa Figur 1.

c¢) Bérandekapaciteten av miljon #r lims o x(t) = /8. Detta kan dven avlisas ur Figur 1.

=57

har tva komplexkonjugerade egenviirden A\; 2 = o F 73 med motsvarande tva komplexa egen-

= 1
V1’2:<:|:i>'

(obs. teckenuppsittning). Den allménna 16sningen ges saledes av

2. a) Systemets matris

vektorer

( o0 ) - C’ﬂ—/)w(“_w)t +Cz‘—/)2€(a+w)t =
= M [Cl < 1 > (cos(Bt) — isin(Bt)) + Co < _12 > (cos(Bt) + isin(St))
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Figure 1:

Figure 2:

Den reella formen far vi om vi sétter Dy = C1 + Ca, Dy = i(Cy — C):

(£0) g Byt Drsion

En alternativt metod &r att 16sa samma systemet i polira koordinater (r, ), ty i de koordi-
naterna systemet har speciellt enkel form:

vilket ger oss 16sningen r(t) = e, 0(t) = 0y + Bt.

b) det(A) = o? + 52 > 0 si origo (0,0) &r en enda jimviktspunkt. Eftersom M2 =aFif
med o > 0 vet vi att fasbilden blir en ostabil spiral centrerad i origo, som pa Figur 2.
Detta framgéar éven av den allménna losningen pa poldrform (se a)) eller av det faktum

att Tr(A) > 0, det(4) > 0 medan diskriminanten av A #r mindre &n noll (enligt "3 — "
diagrammet).



3. a) Kemostatekvationerna har tva jimviktspunkter

(m,01) = <a1 <a2 - > ! > , (2,¢2) = (0, 2)

011—1 ’al—l
. OqA—l 0
N —A -1 )’

dér A = aa/(1 + a2). Punkten ér stabil om och endast om Tr(J) < 0 och det(J) > 0 vilket i
detta fall leder till foljande tva olikheter:

Systemets Jakobimatris i punkten (72,¢2) antar formen

J=J(0,m) = ( lec_ ! (%;:6)2 )

T 1tc (14¢)?

(0,02)

atA—2<0, 1—a14>0.
De #r uppfyllda samtidigt om och endast om a1 A < 1 dvs om
(1 — g < 1. (1)

b) Villkoret (1) betyder att antingen i) ay < 1 eller ii) ao < 1/(a; — 1). I bigge fall #r
den forsta jimvikstpunkten utanfér den forsta kvadranten, alltsd existerar inte i biologisk
mening. Villkoret i) betyder att bakterier har for liten tillviiktkoefficient for att overleva
medan villkoret ii) betyder att bakterier forvisso har tillréickligt stor tillviixtkoefficient men
det niringsdmnet som flodar in i kemostaten har for lag koncentration «as. I bigge fallen dor
alltsa bakteriepopulationen ut.

4. a) Ekvationen zp41 = ﬁ = f(xn) har tva jimviktspunkter: ;o = —1 £ V2. Eftersom
fi(x) = =1/(2+ 2)? har vi att |f(=1++v2)] = 1/(1 + v2)? < 1 medan |f'(-1 —2)| =
1/(1 —v/2)%? > 1. Detta medfor att T; = —1 + /2 ir stabil medan Ty = —1 — /2 iir ostabil.
b) Ekvationen = = f(f(f(x))) antar formen
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och har l6sningar —1++/2 och —1 — /2 vilka sammanfaller med jimviktspunkterna (1-cykler)
T1 2. Ekvationen har saledes inga gedigna tre-cykler (om den haft sadana cykler s& skulle den
ha #ven alla andra perioder, enligt Sharkovskijssatsen).

5. Eftersom randvillkoren dr icke-homogena, gor vi forst ett variabelbyte w(z,t) = u(z,t) — L.
Vi far foljande IBVP for funktionen w:

PDE: w; = ?w,,, 0 <z <L, 0<t<oo
BCs:  w;(0,t) =uy(0,t) =0, w(L,t)=L—-L=0, 0<t<oo (2)
IC: w(z,0) = —cos(3Ex) + cos(Jex)+ L—L, 0<z <L

vilket kan 16sas med variabelseparation.



Steg 1: Vi letar efter 16sningar av separerad typ och siitter alltsd in ansatsen w(x,t) =
X (x)T(t) in i PDE, vilket leder till ekvationen

TI X/l

2T~ X

déir VL beror endast pa t medan HL beror enbart pa x. Saledes, bada uttrycken méaste vara
lika med en (negativ, annars uppfyller endast X (z) = 0 randvillkoren) konstant —\%. Detta
leder till tva (kopplade via separationskonstanten A\) ODEs

T 4+a?X°T =0, X"+XX =0,

varav den forsta har den allminna losningen T'(t) = Ce=(@N’t och den andra X (t) =
Acos(Ax) + Bsin(Ax). Saledes, de elementéira separerade losningar har formen

w(z,t) = e~ (@)t (Acos(Ax) + Bsin(Ax)) (3)

Steg 2: Vi siitter in (3) i randvillkoren BCs. Kravet 0 = w,(0,t) = e~ @V (B)) leder till
B = 0 vilket uttnytjas i det andra kravet 0 = w(L,t) = e @V A cos(AL) som da antar
formen cos(AL) = 0. Detta leder till kvantifiering av vignummer A:

(ntg)m

Ap =
L

n=0,1,2,3,...

(negativa n insétta i (3) ger inga nya bidrag, ddremot n = 0 gor det). Vi far alltsa en foljd
av fundamentala 16sningar pa formen

g
wp(z,t) = e (@A)t oog (WQ:) n=20,1,2,3,...

Steg 3: Vi letar efter 1osningen till (2) pa formen

o) (n+3)7
ZAne An )" cos ( 7 ac) . (4)

Uttrycket (4) satisferar bade PDE och BCs for (néstan) varje godtycklig val av konstanter
A,. Sista kravet (begynnelsevillkoret IC) ger oss att

om 9w 1)7T
—cos(— o] )—FCOS(ELU = w(x,0) ZA cos( 9:)

och leder snabbt till att Ay = —1, A4 = 1 medan resten av A, #ir lika med 0. Saledes,
16sningen till det ursprungliga problemet antar formen

u(z,t) = w(z,t)+L = L—exp | —a? om 2t cos 57T +ex o? om 2t cos 9—7Ta:
P T WA ETE = LD 2L 2" ) TP 2L 2L
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6. a) Systemet beskriver en rovdjur-byte-modell med migrationstermer p,;5-3. Byte ¢ vixer

logistiskt med bérandekapacitet K (termen rc; (1 — ¢1/K)) medan rovdjur vid franvaron av
byte forsvinner exponentiellt (termen —f3cz). Vidare, termen —ac;ca beskriver minskning av
byte pga moten med rovdjur och termen ~ycjcy beskriver 6kning av rovdjur pga samma méten.
b) Vi definerar Ri(c1,c2) = 1y (1 — %) —acice , Ro(cr,c0) = —fco + yerea. Genom att
l6sa systemet R;(¢1,¢2) = 0, Ra(¢1,¢2) = 0 far vi tre homogena jamviktsléigen, varav bara
en icke-trivial: (¢1,¢2) = (%, - (1 - %)) Denna punkt #r meningsfull (dvs ligger i forsta
kvadranten) enbart om 3 < K+.

c¢) Jacobimatrisen av systemet blir

_rmB _ =
J = J(El,EQ) — < zK acy >
YCa 0

Eftersom Tr(J) < 0 och det(J) = ay¢1¢2 > 0 sa snart den icke triviala punkten (¢;,¢2) ligger
i forsta kvadranten ser vi att arternas samlevnad dr d& stabil. Men eftersom Jog = 0 kan
villkoret for diffusionsdriven instabilitet inte upfyllas i den hér modellen.



