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Fourierserier
Referens: Adams 4th ed kap 9.10

Inledning

En periodisk funktion är en funktion
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vars värden upprepas regelbundet över successiva intervall av fixerad längd (perioden). Matematiskt uttrycks detta som: f  har perioden p om 
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(

)

(

x

f

p

x

f

=

+

 för alla x (p är det minsta tal för vilket likheten gäller). Grafen till f  är en periodisk kurva (se figur). 
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Periodiska funktioner uppträder ofta, t.ex. inom ellära och elektronik. Då polynom inte är periodiska (går istället mot positiva eller negativa oändligheten då x går mot oändligheten) beskriver potensserier dåligt periodiska funktioner över flera perioder (de går fortfarande bra till att approximera funktionen under en period). Detta projektarbete syftar till att introducera Fourierserier, som är en serie av trigonometriska funktioner som används för att representera periodiska funktioner. En sådan serie är av typen: 
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  (1), där koefficienterna (fourierkoefficienterna) 
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 och 
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 är konstanter. 

Vi skall se att under mycket allmänna (ganska enkla) villkor kan en periodisk funktion allstå uttryckas som en oändlig summa av sinus och cosinusfunktioner och som konvergerar mot
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för (nästan) alla 
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. Om ett ändligt antal termer tas med får vi en funktion som är en approximation av den ursprungliga funktionen. Ju fler termer desto bättre approximation.

Integralerna i nedanstående tabell kommer att behövas i fortsättningen.

Uppgift 1: Visa de trigonometriska integralerna
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IV. 
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 V.
[image: image12.wmf]ò

-

î

í

ì

=

¹

=

L

L

n

m

L

n

m

dx

L

x

m

L

x

n

      

,

      

,

0

sin

sin

p

p


Bestämning av fourierkoefficienterna 

Uppgift 2

Utnyttja integralerna i uppgift 1 ovan och visa att 
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 under antagandet att summation och integration kan byta plats.

Tips: Integrera ekvation (1) över lämpligt intervall.

Uppgift 3

Visa under samma antagande som i uppgift 2 att: 
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Tips: Multiplicera ekvation (1) med lämplig trigonometrisk funktion ( t.ex 
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 för att bestämma 
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) och  integrera över lämpligt intervall. Använd sedan resultatet från uppgift (1). 

Utifrån resultaten i uppgift 2 och 3 kan vi göra följande definition av fourierserier:

Fourierserien 
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till en funktion 
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 definierad på intervallet 
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, där det för fourierkoefficienterna 
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Med 
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menas den trunkerade Fourierserien, då 
[image: image27.wmf]¥

 ersatts med 
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 i summan ovan.

Sats: Om 
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 och dess derivata 
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 är styckvis kontinuerliga på intervallet 
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 definierad ovan konvergerar mot
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i alla punkter där f  är kontinuerlig. I en punkt c, där f är diskontinuerlig, konvergerar Fourierserien mot medelvärdet 
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.   (Denna sats lämnas här utan bevis.)

Uppgift 4
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Betrakta den styckvis kontinuerliga funktionen
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  (se figur).

a) Bestäm Fourierserien till
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 då fourierkoefficienterna förenklas. I vilka punkter konvergerar Fourierserien mot 
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b) Beräkna Fourierseriens  värde i 
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. Stämmer detta med ovanstående sats?

c) Rita i samma koordinatsystem (i Maple) dels grafen 
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 och dels motsvarande grafer till  
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. (För plottning i Maple: Se utdelad introduktion av Maple.)

Periodiska funktioner

Den trigonometriska termen 
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 i Fourierserien är periodisk med perioden 
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Uppgift 5

Visa på liknande sätt som ovan att termen 
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 är periodisk med perioden 
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Det följer nu att även Fourierserien är periodisk med perioden 
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, vilket innebär att Fourierserien inte bara representerar funktionen f  på intervallet 
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Exempel: Grafen till den periodiska utvidgningen av funktionen 
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 till hela reella axeln består av räta linjestycken enligt figuren. Dess Fourierserie konvergerar mot den periodiska utvidgningen av 
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 på hela reella axeln. I diskontinuitetspunkterna konvergerar serien mot 
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 (se figur).

Uppgift 6

Bestäm de tre första icke försvinnande termerna i Fourierserien till den periodiska utvidgningen (period 
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Udda och jämna funktioner 

Funktionen som bearbetades i uppgift 6 är en udda funktion. 

En udda funktion har egenskapen 
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Uppgift 7

Visa att för en udda funktion definierad på 
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En jämn funktion har egenskapen att 
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Uppgift 8

Visa att för en jämn funktion definierad på 
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 erhålls en Fourierserie med enbart cosinustermer: 
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Uppgift 9

Låt 
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a) Rita funktionens graf för 
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b) Då funktionen är udda gäller enligt uppgift (7) att 
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c) Skriv de första fem nollskillda termerna i Fourierutvecklingen,  här kallad 
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Uppgift 10

Låt
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a) Bestäm dess Fourierserie.

b) Enligt tidigare sats konvergerar Fourierserien mot 
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Ledning: Fourierserien konvergerar mot funktionsvärdet för 
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c) Kan resultatet i b) användas till något praktiskt?
Uppgift 11
Givet att 
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a) Beräkna dess Fourierserie.

b) Illustrera 
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Tittar man nog ska man se att 
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 verkar ta sats för att hoppa då 
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 och sedan ’’landa’’ lite för högt. Detta kallas för Gibbs fenomen efter matematikern J.W. Gibbs som studerade ingående varför inte detta ”hopp” avtar i amplitud. 
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