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1. a) Griansviirdet &r av typ [%]. Vi anvéinder oss av formeln
a" = b= (a—b)(a" 1+ a" 4. . +ab" 240"
(dér a,b € R medan n € N; kolla det!) med a = x, b =2 och n = 4. Vi far

11 —2) (23 + 222 + 42+ 8
w16y, @22 (@04 200 4 e ):lim(w3+2x2+4x+8):32.
T2 T —2 T—2 Tz —2 T—2

Vi kan forstas dven anvianda faktorsatsen och visa att
at—16= (v —2) (v +2) (2 + 4)

vilket leder naturligtvis till samma resultat.

b) Vi anviinder oss av tva standardgrinsvirden:

_1 1 q22/sin’z
lim (1+2%)3%% = lim [ (1+22) ]

r—0 rz—0

1 . _
ty (1 +x2)72 — 1 medan % = (w) > 12=1diaz—0 enligt Sats 3.11.

sm-x x

c¢) Vi forlinger bade téljaren och ndmnaren med motsvarande konjugatuttryck:

- Va2 + 2z — Va2 — 2z
z—00 /322 + 5x — /322 — 2z
(\/562 + 22 — Vx2? —23:) (\/x2 + 22 + V2 —2:17) (\/3:1:2 + 52 4+ V322 — 25[?)
= lim

Te0 (\/3:B2 + 5z — /322 —2:1:) (\/3m2+5:c+\/3:r2 —2:r> (\/1‘24—2334—\/:172 —2:17)

4x<\/3x2+5x+\/3m2—2m) 4 \/3+§+\/3— 4 23 43
= lim = _ i = = =""
T—00 T (\/5132+2II}+\/1‘2—21'> 7 z—o00 \/1+2+\/1_ 7 2 7

2. a) f'(r) = 52* + 322+ 1 > 0 pa hela Dy och saledes dr f stréangt vixande och ddrmed inverterbar.
b) Vi1 = Dy = [0,2] medan D1 =V = [f(0), f(2)] = [0,42] ty f &r s.v. enligt a).
c) Viser att f(1) = 3 sa, enligt Sats 4.6 sid.192 (satsen om derivatan av invers funktion):

1 1

1y 1
(@)= FO) " set 43241,

=5

r=1
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3. a) En funktion f &r kontinuerligi a € Dy om lim,_., f(z) = f(a). Vi kollar saledes om funktionen
1

z“sin =
—2L forxz#£0
flz) = sin
0 for x =0
uppfyller detta villkor i a = 0:
z?sin L x 1
1' = 1‘ €z = 1' . i —_ = 1 . = =
wgr(l)f(x) ey sinz 200 (sinw e x) 0=0=70)
(enligt ett standardgransvirde + Sats 3.1 sid. 131, sin 1
kontinuerlig i 0.

+ &r nédmligen begrinsad néra 0) sa att f ar
b) Vi kollar deriverbarheten direkt ur derivatans definition. Vi far

h?sin + -1
‘ 0+ h) — £(0) ] ——h . hsin ¢ . h 1
'0) =1 1 — lim —Sinh_ — h . sin —
f10) = Jim h no0 h oo sinh | hoosmh
vilket existerar ej ty forvisso h

h

np;, — 1 med sin% saknar griansvirde da h — 0. Funktionen &r séledes
kontinuerlig men ej deriverbar i 0 (titta nu pa Sats 4.1 sid. 180 och fundera 6ver detta).
4. Ekvationen

arcsin x = arctan (mx)

dr definierad enbart om x € [—1,1] ty Daresin = [—1, 1] medan Dayetan = R. Vi vet att HL € ]
medan VL € [—g, g] Det betyder att HL = VL € ]—%,g
och far

—5.5]
[. Vi berdknar nu ledvis tan av bada led
sin(arcsin )

= tan(arcta
cos(arcsin x) n(arctan(rz))

eller (eftersom cos(arcsinz) = +4/1 — sin?(arcsin z) = v/1 — 22)

x
Wi
vilket ger

1
| ———7) =0.
(vl—w2 )
sa att antingen = = 0 (sann rot, lidtt att kolla genom att séitta in 0 i ekvationen) eller

1
e ——
V1—a?
vilket ger

1
=4+4/1- =
T —
och bigge dessa rotter ér sanna. Saledes, ekvationen har exakt tre rotter: 0 och £4/1 — ﬂ%
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5. Deriverar vi f(z) = e~ tva ganger far vi
f(z) = 2¢~ "’ (22° — 1)

som &r noll da och endast da 222 —1 = 0 dvs. for z19 = i%. Teckenstudium (gor det) visar att

bigge dessa punkter r inflektionspunkter (punkter dér funktionen byter fran konvex till konkav eller
tviirtom). Betrakta forst x; = % Eftersom f(x1) = e /2 medan f'(z1) = —v/2e~ /2, tangenten
vid z1 till f:s graf dr den rita linjen

y=e 12— \/2e71/2 <3: - \2) = V272 42712,

P4 liknande sétt (eller genom att utnyttja kurvans symmetri, funktionen &r ju jimn) visar vi att
tangenten till f:s graf i zo dr den réta linjen

1
y=e Y2 4 \/2e7 12 (3: - \/§> = V2e V20 4 2e71/2,

Funktionen f samt de tva tangentlinjer som vi just nu hittat visas i Figure 1.

-0.54

6. Vi ser att z; = 1 dr en (reell) rot till ekvationen. Faktorsatsen och polynomdivision leder d4 till

B2 -2=(2-1)(2*+22+2)



Det betyder att ekvationen &r &ven uppfylld om 22 + 2z + 2 = 0 dvs. om (kvadratkomplettering)
(24 1)>+1 = 0 som har tva komplex konjugerade lsningar zp3 = —1 + i.

Metod I: via Eulers formler:

Sin2x — l (eix _ e_iz) 2 _ _1 (ezm —24 6—22‘:1:)
21 4

s att

1 ) ) 1 2ix —2ix
/sin2xd$ = —/(62“”—24-62”) dmz—(e. —2x—€ - )—l—C’:

1
= g—ZSiHZ’E—l—C.

Metod II: via det trigonometriska identitetet

. 9 1 — cos2x
sin x:f

vilket ger

1 — cos2x r 1
in2 = _— = — — —¢di
/sm z:d:z:—/ 5 dx 5 451n2x+C.

Metod III: via partiellintegration:

;s
. . . =sinz, f= —cosx :
sinzdr = sinzsinz dr = / . ’f, = —sinzcosz + [ cos?zdr =
g=sinz, ¢ =cosx

= —sinwcosx—i—/(l—sinQa:) dx:—sinxcosx+x—/sin2:rda:

sa att
2/sin2xdx:m—sinxcosx+D.
eller
1
/sinzxdx = g—isinxcosx—i-?:
= 2 lhnaerc
= 3 4sm T .



