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1. a) Se boken sid. 386.

b) Ekvationen

xy + 2y =e”
dr linjéir av 1:a ordningen varfor integrerande faktor kan hittas. Forst maste vi dock dela ledvis
ekvationen med x, vilket ger

2 e’

y+-y=— a#0 (1)

x x

med integrerande faktorn
h(m) _ ef%dx _ e21n|x| — 72

Multiplicerar vi ekvationen (1) med h far vi
22y + 2zy = ze®
Vinsterledet &r da (detta kan kollas via derivering) lika med (xzy)/ sé& att ekvationen antar formen

(x2y)/ = xe®

s& att
m2y:/xexd:1;:xex—ex+0

dar integralen pa hogerledet hittas via partiellintegration. Det betyder att den allménna losningen
till var ekvation blir

roet

o) =S -5+ 5, a0

x  x?  x¥

2. Vi betraktar alltsa differentialekvationen

y' +y =2z —sinz. (2)

Vi borjar med att hitta den allméinna losningen yj, till den homogena ekvationen y” 44’ = 0. Den
karakteristiska ekvationen ér 72 +r = 0 eller 7(r + 1) = 0 som har tva skilda reella rétter: 71 = 0
samt 1o = —1. Saledes, yp, ges av

yp = C1 + Coe™ ™.

Nu behéver vi en partikuléirlosning till hela ekvationen (2). Om vi utnyttjar ekvationens linjéritet
kan vi anta att y, = yp, — Yp, dér yp, l6ser ¥’ + v’ = 2z medan y,, 16ser y”’ +y' = sinz. En bra
ansats for y,, #r (se boken sid. 406) y,, = x(Az + B) = Az?+ Bz. Sitter vi in den iy’ +y = 2z
hittar vi att y,, = 2? — 2z. En korrekt ansats for y,, ar y,, = Asina + Bcosx som insatt i
y' +y =sinz ger yp, = f% sinx — %cos x. Det betyder att en partikuléirlosning for hela (2) &r

1 1
yp::c2—2x+§sina:+§cosa:



s att A.L. for (2) blir
I 1. 1
y=yn+yp=C1+Ce "+ —2x+§smx—|—§cosx. (3)

Vi kan nu besvara fragan i uppgiften. Omformulerad, lyder den sa hér: finns det nagon 1osning
bland lssningarna i (3) som uppfyller begynnelsevillkor y(0) = 0, 3/(0) = 0?7 Stoppar vi in dessa
villkor i (3) far vi C1 + Cy + % = 0 respektive —Cy — % =0 vilket ger C; = 1,C5 = —%. Man kan
alltsa hitta en sadan l6sning och den &r

3 1 1
y:1—56_x+:c2—2:v+§sinx+§cosx.

. Den sokta volymen ges av en integral som ér generaliserad i oo:

0o R R
e 2 T
V:TF/ _I dx—w/ 24y =7 lim /e_%dx:ﬂlim[ 2} :§lim (6_2—6_2R):*
1

R—o0 R—oo
1

. Integralen

/ 2z +1
W dx
23+ 322 + 2z

loser vi med hjilp av var 4-stegsmetod. Steg 1 (=polynomdivision) behovs ej ty polynomet i
nédmnaren har hogre gradtal &n polynomet i téljaren. Steg 2 - faktorisering av ndmnaren - ger

x3+3x2+2x:x(:c2+3:6+2) =z(x+1)(z +2)

s&4 ndmnaren innehaller tre enkla rotter. Det betyder att integranden kan skrivas om som (Steg
3)
20 +1 A B C
_— =t
w3 +3224+22 x z+1 z4+2

och handpalidggningen (eller andra metoder) ger A = %, B=1,C= —%. Det betyder att

2r+1 12 1 3/2
3 +3224+2x z+1 x+2

och dérfor (Steg 4):

2 + 1 dz 3 dx
71 | 1—71 2|+ C.
/:33—1—3:32—}—2:3 / /:L’+1 2/:r—|—2 njz +Infe + 1] nlz+ 2+

a) Funktionen

2 - s s

acos“z for — T <x<T

f(sv):{ 2o 2
0 annars

dr > 0 si den &r en téthetsfunktion s snart [~ f(z)dz = 1. Men

w/2 /2 /2 /2
1 2 1 1
/f d:c—a/cos xdw—Qa/cos xdw—2a/+czosxda:—2a[2x+4sin2:c] :%
0
—7/2 0 0

sa att a maste viljas som a = %



b) Man inser snabbt att E(X) = 0 ty f dr en jimn funktion. Vi har ju, enligt definitionen av
E(X):

00 /2
2
E(X):/:Bf(x)d:c:/$00821:d$:0
T
—00 —7/2

ty integranden #r en udda funktion och integrationsintervall har mittpunkten i origo.
c¢) Vidare (se berdkningen av a ovan)

w/4

2 271 1 T g 1
P(OSXSZ):/COSQ.TCZI:W [$+sin2m} :<7T—|—> =

1
~ 0,41.
T 2 4 0 T\8 4 0,

ton

1
4
(den numeriska approximationen krivs forstas ej pa tentamen).

. a) Se boken, Sats 8.2 sid. 358.

b) Vid bigge gréinsviirden anviinder vi oss av kiinda Maclaurinutvecklingar. Vi borjar med i):

%333 + 0(3:4)

1.2 1.3 4 1.2
x—zx°+ 32>+ 0(x*) —z+ 52
2 3 (@) 27— lim 35— =

. In(1+42)—z+ a2
lim

2—0 23 m = lim =
_ ilin (3 —i—O(a:)) = %
Nu till ii):
i Sy # Oy SOy (o) =)

. a) Se Sats 6.7 sid. 290.
b) Sambandet

va) =+ [sP0)dt (@)
0
kan deriveras ledvis med hjilp av analysens huvudsats; vi far da differentialekvationen

y(z) =1+y°(2)

som #r separabel och kan skrivas om som

d
Y — da.
1492
Integrerar vi ledvis far vi den allménna lésningen pa en implicit form

arctany =z + C.

Men, ur (4) fsljer att
0
y(0) =0+ /yz(t) dt =0
0
som ger att C' = 0. Saledes, det finns bara en 16sning till vart problem, funktionen arctany = x
eller, i explicit form, y = tanxz. Man kan faktiskt kontrollera detta ty

/(tant)th = tant —t + C.



