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a) Se boken sid. 386.

b) Ekvationen
xy + 2y =e*

ar linjéir av 1:a ordningen varfor integrerande faktor kan hittas. Forst maste vi dock dela ledvis
ekvationen med x, vilket ger
2 e’
y+-y=—, z#0 (1)
x x
med integrerande faktorn
h(x) _ ef%dx _ e21n|:c| — 72

Multiplicerar vi ekvationen (1) med h far vi
22y + 2zy = ze®
Vinsterledet &r da (detta kan kollas via derivering) lika med (xzy)/ s& att ekvationen antar formen

T

(m2y)/ =ze

s& att
x2y—/xexda:—xex—ex—i—0

dér integralen pa hogerledet hittas via partiellintegration. Det betyder att den allménna l6sningen
till var ekvation blir

@)=C_C 1O s

Y = T T ’

Vi betraktar alltsi differentialekvationen

v+ =2z —sinz. (2)

Vi borjar med att hitta den allméinna losningen y;, till den homogena ekvationen y” +4' = 0. Den
karakteristiska ekvationen &r 72 +r = 0 eller 7(r + 1) = 0 som har tva skilda reella rétter: 71 = 0
samt 1o = —1. Saledes, yp, ges av

yp = C1 + Coe™ ",

Nu behéver vi en partikulérlosning till hela ekvationen (2). Om vi utnyttjar ekvationens linjéritet
kan vi anta att y, = yp, — Yp, dér yp, l6ser ¥’ + ¢’ = 2z medan y,, 16ser ¥’ +y' = sinz. En bra
ansats for y,, ér (se boken sid. 406) y,, = x(Az + B) = Az + Bz. Sitter vi in den iy’ +y = 2z
hittar vi att y,, = 2? — 2z. En korrekt ansats for y,, r y,, = Asinaz + Bcosx som insatt i
y" +y =sinz ger yp, = —% sinx — %cos x. Det betyder att en partikuldrlosning for hela (2) &r

1 1
yp:a:2—23:+§sinx+§cosa:



sd att A.L. for (2) blir
1 1
y:yh—i-yp:Cl+Cge*“”+a:2—2x+§sinx+§cosx. (3)
Vi kan nu besvara fragan i uppgiften. Omformulerad, lyder den sa hér: finns det nagon 16sning
bland losningarna i (3) som uppfyller begynnelsevillkor y(0) = 0, 3/(0) = 0?7 Stoppar vi in dessa
villkor i (3) far vi C; 4+ Ca + % = 0 respektive —Cy — % =0 vilket ger C1, = 1,Cy = —%. Man kan
alltsa hitta en sadan losning och den &r

3 1 1
y:1—§e*x+x2—2x+§sinx+§cosx.

. Den sokta volymen ges av en integral som #r generaliserad i oo:

00 00 R R

—2x
V= 7T/ (64)2 doe = 77/623” de =7 lim [e **dz=m lim [6 } =T Jim (672 — 672R) =5c
R—o0 R—o00 — 1 2 R—oo
1 1 1
. Integralen

/ 20+ 1 d
—_—  dx
3+ 322 4+ 22

lsser vi med hjilp av var 4-stegsmetod. Steg 1 (=polynomdivision) behsvs ej ty polynomet i
némnaren har hogre gradtal dn polynomet i téljaren. Steg 2 - faktorisering av ndmnaren - ger

2 +3% +2r =2 (2 +32+2) =z(z+ 1)(z + 2)

sd ndmnaren innehéller tre enkla rotter. Det betyder att integranden kan skrivas om som (Steg
3)
2c+1 A B C
Bia3219. o o1 "
w4324 +2x x x4+1 x+2
och handpalédggningen (eller andra metoder) ger A = %, B=1,C= —%. Det betyder att

241 12 1 3)2
3 +3x24+2 =z r4+1 x4+2

och darfor (Steg 4):

2z +1 dx 3 dx 1 3
=3l 1 -5l 2|+ C.
/:ﬂ3+3x2+2x / /$+1 /:ﬂ+2 5 n x| +Injz+ 1| 5 nlr+2|+

a) Se boken, Sats 5.4 sid. 246. (1p)

b) Vi bérjar med i). Vi partiellintegrerar uttrycket tva ganger, varje gang deriverar vi polynomet:

2 I _
/wQSinxdw = [ f=a% f=2 ]:—x2cosx+2/1‘cosxdw:

¢ =sinz, g= —cosx

— [
_ |: =z f *1 :| :_x2cosx+2<xsin$—/sin$d$> =

g =cosz, g=-sinx

= —a2cosx + 2xsinx + 2cosz + C.

Nu till ii). Den hér ganger integrerar vi polynomet och deriverar In:

_ r_ 1
/xQIDxd:c = [f ln;c I= mx } = lnx——/—dx—
9_1’79—?

14 1
= §x lnx—gx +C—§z <lnx—§>+C

(14+1p)



6. a) Se boken, Sats 8.2 sid. 358.

b) Vid bégge griansvirden anvinder vi oss av kiinda Maclaurinutvecklingar. Vi bérjar med i):

1,2 1,2, 1.3 4 1.2 1.3 4
limln(1+l‘)—$+§$ I Sl 1 +32° +O0(2%) —z + 52 — i 3% +O(x):

z—0 {133 x—0 {133 z—0 $3

. 1 1
= lm <§+O<@“)> S

Nu till ii):
: z3 5 z3 5
- -5 +0 — -5 +0 1 1
lim w _ lim T3 3(33 )—x — lim 3'—3(36) — lim <__ —|—O(J:2)> N
x—0 T x—0 T z—0 X z—0 6

7. a) Se Sats 6.7 sid. 290.
b) Sambandet

y(z) =+ [y*(t) dt. (4)
[

kan deriveras ledvis med hjilp av analysens huvudsats; vi far da differentialekvationen
Y (z) =1+ y*()
som ér separabel och kan skrivas om som

d
YW _ e
1+92
Integrerar vi ledvis far vi den allménna lésningen pa en implicit form

arctany =z + C.

Men, ur (4) foljer att

y(0) :0+/y2(t)dt:0
0

som ger att C' = 0. Saledes, det finns bara en 16sning till vart problem, funktionen arctany = x
eller, i explicit form, y = tanz. Man kan faktiskt kontrollera detta ty

/(tant)2dt =tant —t+ C.



