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1. a) Se boken, sid. 391.
b) Ekvationen

dy
2912
dx Y
(notera att y € [0, 1]) &r separabel och efter variabelseparation antar formen
d
YW g
1—9y2

Ledvis integration ger den allménna losningen i implicit form:

arcsiny = x + C.

Vidare, villkoret y(0) = % ger arcsin% =0+ Celler g = C. Séledes, den sokta l6sningen har
(explicit) form
. 3 . 1
y =sin(x + 7/6) = — sinz + 5 cosz.

2. Den karakteristiska ekvationen 2 — 4r +4 = 0 har en dubbelrot r1,2 = 2 varfor den allménna
l6sningen av den homogena delen av ekvationen &r

Yp = (Cl:IZ + Cz) 2.

Den limpliga ansatzen for en partikuldr 16sning y, &r y, = Ae” och enkel huvudutrakning visar
att A =1 sa att y, = e”. Saledes, den allménna losningen av hela ekvationen &r

y=uyn+1yp = (Crx + Cy) e* + €”.

Det aterstar att hitta de virden pé konstanterna C; och Cy for vilka losningen gar genom de givna
punkterna. Villkoret y(0) = 2 ger sambandet Cy + 1 = 2 (varfor Cy = 1) och villkoret y(1) = e
ger da (C1 +1)e?2 + e = e eller 1 = —1. Saledes, den sokta losningen &r

y(z) = (1 — z)e* + €.

3. Den sokta volymen ges av integralen

2

2
V:7r/[f(x)]2 dx:ﬂ'/x2+;x3dx
1

1
som ir generaliserad i = 1 ty 22 + 2 — 3 = (z — 1)(x + 3). Vi tar forst fram en primitiv till f2

dvs. vi beriknar integralen
x
I=[———7——d
/ 2t2r-3%



och for detta anviinder vi var 4-stegmetod. Steg 1 - polynomdivision - behovs ej. Steg 2 -
faktorisering av nimnaren, #r redan utford ovan: 22 + 2z — 3 = (x — 1)(z + 3). Det betyder att
vi skall partialbraksuppdela integranden i I (Steg 3) enligt ansatsen:

T A B

m2+2x—3_x—1+:c+3

och genom handpéléggning eller pa annat sétt hittar vi att A = 7 1 medan B = 2. Det betyder att
(Steg 4):
x 1 1 3 1
- == ——de+°
/a:2—|—23:—3 SR B Y
Den sokta volymen blir da
2 2 2
3 1
V= dr + —
/x2+2$— / x+4ﬂ-/x
1 1 1

och eftersom den forsta integralen divergerar enligt foljande:
2 2
1 1
/w— 1 dx = ali)r{l+ po| dr = lim [In|z — 12 = lim (In1—1Inja—1]) = —(}i}nﬁln\@— 1] = 400
1

a—14 a—1y
a

sa blir hela volymen oidndlig, V' = oo.

. Kurvans lingd ges av integralen (se boken, sid. 325)

l:/\/sin2<p+[cosg0}2d<p:/d<p:7r
0 0

(integranden blir lika med 1 pga trigettan) vilket dr sjilvklar for de som ser att kurvan ér en cirkel
med radien 1/2 och med mittpunkt i (0,1/2).

. Funktionen ) )
1— 2% —cos‘x
faoy=q — - fre#o

a forz =0
blir kontinuerlig i 0 forutsatt att lim,_.o f(x) = f(0) dvs under forutséittningen att

o 1—2%2—cos?zx
lim —— =a.
x—0 x

Griansvirdet pé vinsterledet skall vi utriikna med hjilp av Taylorutveckling for cos:

2 4 2 4
Cos’T = COST-COST = <1—$+Z|+O( )) (l—x—kz'—i—O( )> =
1
= 1-2+ §x4 + O(z9).
Det betyder att
lim 1—z? —40082(:U) — lim 1—a2?—(1- :n24+ T2t 4+ 0(25)) _
z—0 xT z—0 T
1.4 6
. 32t +0(@®) 1 o) 1
B ili% x4 n allin +0) 3
sa att f dr kontinuerlig i 0 da och endast da a = —%.



6. a) Enligt definition av E(X):

oo o0 b
E(X) = /l’f(w) de = )\/:Ue_)‘“” dr = )\blim ze ™ dz.
% 5 )

Vidare, partiell integration visar att
—A\x de = 1 1 A —A\x
xe T=-13 (I+Xx)e

s& att 1 b 1
I T —\x — _ T —Ab —
B(X) = -5 lim [(1+Ax)e }0 L Jim ((1—1—)\1))6 1)

b—o00 b—oo

!
.

b) Kvantilen z, &r den enda losningen till ekvationen F(z) = « dér
Flz) = P(X < 2) = / () dt

dr X:s fordelningsfunktion. Vi berdknar alltsd F' forst. Notera att f(z) = 0 pa |—oo, 0] vilket
betyder att F'(x) = 0 dér ocksa. Vidare, fér z > 0

T

F(z) = /Ae’\tdt =\ [—e} _ (e*M - 1) — 1,
A 0
0

Saledes \
l—e™™forz>0
F(m)_{ 0 for < 0.
Vi skall nu lésa ekvationen F(x) = « eller, enligt utrikning ovan, 1 — e ** = a. Detta ger
e =1—aeller z=—%In(l — a). Saledes

1
To = —Xln(l — ).

Speciellt, medianen /5 &r lika med

1 In2
$1/2 = —Xln(l/Z) = T

(jamfor giarna resultatet med 1osningen av Problem 4 pa Fo 8 /se kursens hemsida/). Notera ockséa
att x, > 0 trots minus i formeln for att In(1 —a) < 0 for a € ]0, 1[. Notera &ven att E(X) > xq/s.
Kan du forklara detta?

7. a) Se Sats 6.5, sid. 288.

b) Integralen &r inte elementir och kan ej uttryckas med hjilp av de funktioner vi kénner till.
Daremot - enligt satsen i a) - maste det pé intervallet [0, \/7r/4] finnas (minst) ett tal & saddant

att
VT
/sin(tz)dt:sin(gz) /4

0



Vidare, eftersom £ € {O, v/ 4}, ligger &2 i intervallet [0,7/4] och storsta virdet av sin dér &r
sin(7/4) = % Det betyder att
/4

0/ sin(t?)dt < \}i : \/j — \/z

V.S.V.



