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1. a) Se boken, sid. 386-387.

b) Differentialekvationen
Y

y + = =3sinz
x

(ddr « # 0) dr linjir av l:a ordningen varav metoden av integrerande faktor &r limplig. En

integrerande faktor &r da
h(z) = '@

dér F &r en primitiv till 2 | dvs F(z) = [ d% = In|z|. Saledes, h(z) = e™* = |z| = £z = = (vi
viiljer +z bade for z > 0 och for x < 0). I nésta steg multiplicerar vi ledvis ekvationen med h. Vi
far

vy +y=3xsinz
och vi ser att VL &r en derivata av y(z)h(x). Ekvationen har alltsa formen

(zy) = 3xsinz

vilket ger

T _
ry = S/xsinwdacg' [ ! _Smg,c’ J=—cosz } —3(—mcosx+/cosxdm> =
g=x, g9 =1

= —3xcosz+3sinx + C.

Saledes, den allménna losningen for var DE &r

sinz C

y(x) = —3cosx + 3 + —.
x

Det att bra att kontrollera resultatet genom att sétta detta in i DE.

2. Differentialekvationen
y/’+2y'+y:ex+:c2

gr linjir av 2:a ordningen och med konstanta koefficienter. Vi soker forst y; dvs. den allminna
l6sningen for homogena delen. Den karakteristiska ekvationen &r 72 +2r+1 =0 dvs. (r+1)2 =0
vilket ger att » = —1 &r en dubbelrot. Detta ger att

Yp = (0133 + 02) e ”.

Dags att bestimma y,. Vi anviinder superpositionsprincipen (sid. 399) och gor det i tva steg:
forst bestammer vi y,, for ekvationen med HL = e* och sedan hittar vi y,, for ekvationen med
HL = 2?. Den tillriickliga ansatzen for y,, ér y,, = Ae® vilket insatt i y” + 2y’ +y = e® ger
A= i. Saledes,

1

Ypy = Zex.



Den tillrickliga ansatzen for y,, édr (se boken sid. 406) y,, = Bx? + Cx + D vilket insatt i
Yy’ +2y +y=a® ger
Ypo =22 — 4z +6.

Vi far alltsa den allménna losningen av hela ekvationen (se Sats 9.1 sid. 400)

1
Y=Yn+Yp =Y+ Yp +Yp = (Crz+ C2)e” 4ex+x2—4x+6.
Nu skall vi fanga upp den 16sning som tangerar z-axeln vid £ = 0 dvs som uppfyller bivillkor
y(0) =0 samt %'(0) =0

Villkoret y(0) = 0 ger sambandet 0 = Cs + i + 6 vilket ger Cy = —%. Vidare, eftersom
1
Y (x) =Cre™ — (Crz+ Cy)e ™™ + 16"’” + 2z —4

sa ger villkoret 4/ (0) = 0 ekvationen 0 = Cy — Co + Z —4ie. C; =0Cy+ 15 % g Vi far
alltsa att den sokta losningen &r

1 1
y:—1(10$+25)€_x+16w+.7)2—4.7)—1—6.

Kontrollera géirna att denna losning uppfyller bade ekvationen och bivillkor.

. Kurvan y = cosz sjunker under z-axeln vid z = 7. Det betyder att den sokta volymen (via
"pannkaksformeln" pa sid. 327) ges av

w/2 w/2 /2
9 1+ cos 2z ™ sin 2z 72
y=7 [ cosxdr =7 | ————dr = — |z + = —.
2 2 2 |, 4
0 0

. Den sokta lingden (se formeln pa sid 325) ges av den generaliserade (!) integralen

I = /\/r2(<,0) + [ () dy = /\/62“90 + a2e20%dp = /a2 + 1/e_wdg0 =
0 0 0

b
—apb 1
\/ﬁlim/e““’dw:\/az—i—llim {6 } \ll—i-—hm( —67“b>: 14+ —.
b—oo b—oo
0

—a 0 CL2 b—oo

Integralen #r alltsa konvergent vilket betyder att kurvan har en éndlig léingd.

a) Se Sats 5.4 med tillhorande bevis, sid. 246-247 i boken.

b) Integralen kan beréknar vi med hjilp av partiell integration, vi skall d& derivera arctan z och

integrera x2:

; 1
- I 2 :l 3 1 1 1 3 -
/x2 arctanzr dr = f a%, f , 3%¥ 1 — | =23 arctanz| — / z da: polynomdivision
=arctanw, ¢ = 72 3 0 3 1+ 22
0 0
1
1, -
= |zx”arctanx - dr =
|3 0 3
0
1, o2 o1 N
= |3 t -5 |5 —5n(d oty
3xarcanx]o 3[2 R P T




6. 1 bigge fall anvinder vi elementira Maclaurinutvecklingar fran Sats 8.3 pa sid. 365. Vi borjar
med a)

3z)* 23
. sin(3z) — 3sinx . ST - ( 3!) +0(z°) -3 (93 —3rt 0(305))
lim = lim I =
z—0 arctanz — x 2—0 z— 323+ 0(2%) — 2
_ A3 5 _ 2
— ﬁmw:hm%:m_
20 —32° + O(z°)  2—0 —3 4+ O(a?)
Dags for b)
. In(l+2)—sinzx _z— 322+ 0(23) — (z+ O(2?))
lim = lim T =
e=0 e —1l—-x =0 1+z4522+0(@3) —1—z
—322 + O(z?) —3+0(z)

= lim —*——F~ =lim —=—«—— = —1.
a—0 2224+ 0(23)  2—0 3+ 0(z)

7. a) Se Sats 6.7, sid. 290 i boken.
b) Enligt tipset skall vi derivera sambandet

T

y(£) =z + / () dt (1)

1

ledvis. Detta ger (dér analysens huvudsats anviinds for att derivera hogerledet; vi &ven skriver nu
y istéllet av y(z) for tydlighetens skull)

y=1+y
vilket #r en separabel differentialekvation som kan skrivas

d
Y _ e
1+y

Integrerar vi detta ledvis far vi den allméinna l6sningen i implicit form:
Infl+yl=x+C
som kan losas explicit:
y=—1+ De”

dir D = +e® och #r alltsa en godtycklig konstant # 0. Notera dock att dven y = —1 (vilket
motsvarar D = 0) dr en 16sning till var differentialekvation. Notera vidare att sambandet (1) ovan
ger ett bivillkor, nimligen

1
y(l):1+/y(t)dt:1
1

dvs. y(1) = 1. Sitter vi in detta i l6sningen ovan far vi 1 = —1 + De varav D = 2e~ 1. Saledes,
den sokta losningen &ar
y=—142""1

Kontrollera gérna att denna losning verkligen uppfyller bade sambandet (1) och begynnelsevillko-
ret y(1) = 1.



