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1 Inledning - lite om statistik

Statistik dr en gren av tillimpad matematik som bygger pa sannolikhetsteori och som uttalar sig om
matematiska egenskaper av stora populationer eller langa serier av experiment. Den tillimpas (ibland
lite for fritt) av politiker och tjinstemiin for att fatta viktiga beslut som ror hela samhéllet. Den hir
foreléisningen dr dock ingalunda nagon inledning i statistik utan den skall enbart illustrera hur integraler
och integralkalkyl kan tillémpas i statistik. Mycket av materialet presenterad nedan kan hittas (utspridd)
t.ex. i[1] dérifran ett antal uppgifter himtades . En modern presentation av statistik utifran integralteori
(som heter matteori nufértiden) kan hittas t.ex. i [2].

2 Kontinuerliga stokastiska variabler

Betrakta en variabel X som vid olika tillfsillen (olika mitmoment) kan anta olika véirden ur (en delméngd
av) reella axeln R. Anta ocksd att dessa viirden kan fas med en viss sannolikhet som kan fas experimentellt
efter manga upprepade mitningar. En sadan variabel kallas da for en kontinuerlig stokastisk variabel
(s.v.). Notera att det inte &#r nagon stringent definition av s.v. d& den sistnimnda kréver kunskaper
i sannolikhetsteori. Vi far ngja oss alltsd med den intuitiva beskrivningen ovan. Nagra exempel pa
kontinuerliga s.v. listas nedanfor:

e Lingd (eller vikt el. dyl.) for en slumpmassigt vald man i landet
e Vintetid pa en buss vid en busskur
e Overlevnadstid for en radioaktiv atom

e Den érliga inkomsten hos en slumpmassigt vald person i landet. Denna variabel ér egentligen diskret
med minsta "kvant" = 1 6re men vi kan anta att den dr sa gott som kontinuerlig.

Notera att i alla dessa exempel den s.v. antar vissa virden mer sannolikt &n andra. For att beskriva
detta infor man begreppet tdathetsfunktion.

Definition 1 En (Riemannintegrerbar) funktion f : R — R som uppfyller tvd kriterier:

1. f(z) >0 for alla x

2. /Oof(:c)dz —1

kallas for téthetsfunktion for en stokastisk variabel X .



X

En mojlig tdthetsfunktion. Arean under grafen méaste vara 1.

Notera att en tdthetsfunktion behtver ej vara kontinuerlig. En téthetsfunktion definierar entydigt
hur sannolikt det ér att den tillhorande s.v. X antar ett virde inom en viss méngd. Man tolkar ndmligen
uttrycket f(x)dx som den infinitesimala sannolikheten att X antar ett viirde mellan x och = + dz. Som
konsekvens far vi da att sannolikheten att en kontinuerlig stokastisk variabel X med tidthets-
funktionen f antar vid ett givet tillfille virdet i mingden A C R ges av

P(XeA)= /f(as) dx (2)
A

dér alltsd symbolen A under integraltecknet betyder att vi integrerar f pa mingden A. Mingden A
kan (men behover ej vara) ett intervall eller en union av intervaller (det &r i princip det vi kan fran
analyskursen). Speciellt, sannolikheten P(a < X < b) for en s.v. X med téithetsfunktionen f(x) att anta
viirdet nadgonstans i intervallet [a,b] ges av

b

Pla<X <b)= /f(x) do (3)

a

Ur detta foljer da att
c
P(X =¢) :/f(a:)d:c:()

s& att sannolikheten P(X = ¢) att X far exakt viirdet ¢ dr noll! Séledes, sannolikheterna P(a < X < b),
P(a < X <b), Pla< X <b)och Pla <X <b) ar alla lika och ges av formeln (3). En annan situation
uppstar nér f dr s& kallad distribution, men vi skall inte studera detta hir (se dock uppgift 6 for att se
vad kan hiinda d&). Vidare, notera att

P(—oo< X <o0) = /f(z)daszl
enligt (1) vilket avspeglar det sjélvklara pastaendet att sannolikheten for att en s.v. X antar ndgot virde

vid ett experiment &r lika med 1 och som saledes ér en killa till Definition 1.

Problem 2 Bestdm konstanten c sd att funktionen

cx? for0<x <6
f(z) = { 0 annars



blir en tdithetsfunktion. Bestdm sedan sannolikheten att den tillhérande s.v. X antar vdrdet storre dn 3.
Lésning: Enligt (1), vi kraver forst att f(x) > 0 vilket medfdr att ¢ > 0 (c = 0 dr uteslutet, varfor?).
Vidare, vi kraver att ffooo f(x)dz =1 vilket ger

[eS) 6 376
/f(a:)dx:/cxzdx—c{} =T2c=1
—oo 0 0
s att ¢ = . Vidare, enligt (3), den sokta sannolikheten blir
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Tathetsfunktionen © Problem 2.
Nedanfor foljer ett antal typiska téthetsfunktioner:
1. Likformig fordelning: en s.v. X siigs vara likformigt fordelad om dess tdthetsfunktion har formen

1 L.
s fora <z <b

1@ ={ T (1)

Denna fordelning beskriver en s.v. som kan anta alla viirden ur intervallet ]a, b[ (eller [a,d] etc.)
med samma sannolikhet.
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Likformig fordelning med a = 2 och b = 4.



2. Exponentialférdelning: ges av tdthetsfunktionen

[ de M forz >0
f<m)_{0f6rx§0 (5)

dar A > 0.
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Exponentialférdelning for A = 2
3. Normalfsrdelning: ges av
1 (z—p)?
flz) = e 22 (6)
oV2m

(med o > 0) och anviinds mycket ofta i bl.a. populationsbiologi. Den beskriver en typisk férdelning
av en egenskap hos en population. Mer om g och ¢ under fo.

Normalférdelning med o = 1 och u =2

Exempel 3 (Vantetiden for en buss). Antag att vantetiden T for en buss ar likformigt fordelad med
a=0 ochb=10 1 (4) (bussar anlinder var 10:e minut). Sannolikheten att du skall vinta pa bussen mer
dn p minuter (med 0 < p < 10) ges dd av

10
1 1 10 1 p
PT>p) = [ ——dt=— [0 = —(10—p)=1- L
(T'>p) /10—0 10t = 7010 -P) 10
p

och vid p = 10 dr noll (bussen kommer sdkert efter hogst 10 minuter).



Problem 4 (Radioaktivt sonderfall). Exponentialfordelningen (5) beskriver bl.a. radioaktivt sénderfall:
sannolikheten att en radioaktiv atom dverlever en wiss tid T ges av (5). Bestdm tiden ty /o vid vilken
hélften av atomer av samma typ forsvinner (s.k. halveringstid) som funktion av A.

Losning: den sokta tiden uppfyller sambandet

ti/2

P(0<T<t1/2):/>\67>\tdt:%

o

A andra sidan
t1/2

o= ti/2 .
/ Ae Mdt = ) { 3 ] = — [eikt} 01/2 =1— ¢ M2
0

0

vilket leder till sambandet
e*Atl/z — 1

2

som ger
In2
tl/? = T

Virden for T kan variera fran mikrosekunder till miljarder ar.

3 Fordelningsfunktion, median, kvantiler och kvar(!)tiler

Av speciellt vikt #r sannolikheten att en s.v. X antar virden mindre dn eller lika med z. Denna
sannolikhet far ett sirskilt namn:

Definition 5 Funktionen

Fz) = P(X < ) = / F(t) dt

kallas fordelningsfunktionen for den s.v. X.
Saledes, sannolikheten att den s.v. X antar ett viirde ur intervallet mellan a och b ges av
Pla< X <b)=F(b) — F(a)

och #r inget annat #n inséittningsformeln vi liste om! (se analysboken Sats 6.8 sid. 292). Med all riitt
kan ni nu dven misstidnka att foljande samband #r sant:

Sats 6 Om f dr kontinuerlig i punkten x gdller att
F'(z) = f(z).

Det betyder att férdelninngsfunktionen F' dr en primitivfunktion for tédthetsfunktionen f
-med biigge tillhorande forstas samma s.v. Detta ér helt enkelt analysens huvudsats, Sats 6.7 sid. 290 i
analysboken).

Definitionen 5 och egenskaperna (1) hos varje téithetsfunktion leder till foljande allméinna observation:

Sats 7 For varje fordelningsfunktion F gdller att
1. limy oo F(z) =0, lim,_o F(z) =1
2. F dr en vizande (ej nodvindigtvis stringt) funktion

3. F dr hégerkontinuerlig for varje x



ft)

Arean = F(x)
__-_'_‘—\—u_

Figure 1: Samband mellan téithetsfunktion och férdelningsfunktion

Notera alltsa att F' behover ej vara kontinuerlig utan bara hdgerkontinuerlig i varje punkt. Om F ér
diskontinuerlig i en punkt s dr motsvarande téthetsfunktion en distribution (se ocksad uppgift 6).

Exempel 8 Genom integration visar man ldtt att den likformiga fordelningen (4) har féljande fordel-
ningsfunktion:
. Oomz<a
F(z) = /f(t)dt: —aoma<x<bh (1)
o loma>b

Se Figur 8.8 sid. 59 i [1].

Exempel 9 Samma procedur visar att exponentialfordelningens (5) fordelningsfunktion dr

[ 0Oomax<O
rao = [rwa={, 250

Ofta behover man i statistiska undersokningar svara pa foljande fraga: givet ett viirde o (a0 € [0, 1]),
hur stort « maste vara sa att sannolikheten att den s.v. X antar hogst virdet x blir exakt lika med «?

Definition 10 Antag att o € [0,1]. Lésningen till ekvationen
PX<z)=«

d.v.s. till ekvationen

F(z) =« (8)

kallas dd a-kvantilen for den s.v. X och betecknas med x,.



i)

Arean = alpha

—_—]

Figure 2: Kvartil z,,

Av speciell vikt &r %—kvantilen To.50 som heter median och som anger det viirde pa x for vilken
sannolikheten att en s.v. X antar viirdet < z #r exakt 1/2. T.ex: medianlénen i en population &r den
l6nenivan for vilken hélften av populationen tjinar mindre é&n just medianlénen. Medianlénen beskriver
I6nespridningen i en population mycket bittre #n medellsnen for den paverkas inte av att enstaka fa
personer (t.ex. chefer i ett stort foretag) tjinar mycket béttre &n den &vriga populationen (den 6vriga
personalen).

Definition 11 Kvantiler x¢ 25, x0.50 och xo 75 kallas respektive for undre kvaRtilen, medianen respektive
ovre kvaRtilen.

Notera att i [1] har man en annan definition av =, med 1 — « istéllet av a i (8).
Exempel 12 Medianen for normalférdelningen (6) dr lika med p. Varfor?

Problem 13 Berikna medianen samt de ovriga kvartilerna for den likformiga fordelningen (4). Lés-

ning: det gar att gissa forstas att medianen dar ‘IT“’ Vill vi géra det formellt loser vi ekvationen (8) med

F som i (7) och med o = 5. Detta ger

x—a 1
b—a 2
som ger det angivna vérdet x50 = “TH’. Rent allmant, for att fa kvantilen x,, maste vi ldsa ekvationen
T—a
=«
b—a

som ger
To = (1 —a)a+ abd.

(det kan ocksd gissas!). Sdledes: den undre kvartilen dr xo25 = %a + ib =a+ bz“ medan den dvre

kvartilen Gr o5 = a+ 3b=b— 2.



4 Vantevardet och varians eller vad vi kan forvanta oss av en
stokastisk variabel.

Givet en s.v. X, vad kan vi da séiga om det forviintade utfallet av varje méitning av X7 Svaret ges nedan
i form av foljande definition.

Definition 14 Vintevirdet E(X) for den s.v. X med tdthetsfunktionen f(x) dr talet

oo

EX) = /:vf(:n)dw (9)

— 00
En annan bendmning pa talet F(X) &r forvantat vdrde.

Problem 15 Berdkna E(X) for den likformiga fordelningen (4). Ldsning:

oo b b
B(Y) = [ of(@)do= ;= xdm:bia[f] ~ La+

— 00 a

Problem 16 Berikna E(X) for normalférdelningen (6) med p = 0. Ldsning:

E(X) = /xf($)d$=E(X)=$/x67%dx:0

dérfor att integranden x f(x) dr en udda funktion. Rent allmdint, E(X) = p for normalférdelningen (6).

Problem 17 Berdkna forvantad éverlevnadstid T for en radioaktiv atom som funktion av . Ldsning:
Den forvintade overlevnadstiden ges av

T=E(T)= /tf(t) dt = /Me_”dt = [P.I] = %
e ,

vilket ocksa ger att T = ﬁ;—/; > t1/3. En radioaktiv atom févintas alltsd att éverleva halveringstiden.

Ofta &r vi intresserade i fragan hur pass utspridda enstaka méitvirden av métningar av en
s.v. kommer att vara. Denna utspridning méts med hjilp av talet som karakteriserar den stokastiska
variabeln och som kallas varians.

Definition 18 Variansen V(X) for en s.v. X med p = E(X) dr talet som ges av

oo

VO = [ (@ s ds

Problem 19 Berdikna E(X) och V(X) for den s.v. som har tithetsfunktionen

0 forx <1

flz) = { 374 forx>1

Lésning:
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Vi avslutar var mycket kort resa genom statistik med en intressant sats. Betrakta den s.v. X? som
alltsa dr en s.v. kopplad till X pa s& sitt att varje gang vi méter X och far resultatet = antar vi att X2:s
viirde blev 2. Tithetsfunktionen g(z) for X? &r knuten till tithetsfunktionen f(x) for X via det kanske

lite oviintade sambandet
(@) 0forz<O0 "o
aj = .o
! 2 (F(VB) + £ (—v) fora >0

som bevisas via analysens huvudsats (beviset kan hittas i Appendix och alla studenter forviintas lisa
det). Man kan da visa (se Appendix) att

o0

E(X?%) = /ng(x)da: (11)

— 00

vilket tolkas som ett rimligt resultat. Notera att enligt det som star ovan kan vi &ven skriva att
V(X)=E {(X - M)Q} .

Sats 20 Foljande samband gdller
V(X) = B(X?) - [B(X)]? (12)

dir X2 dr en s.v. med tithetsfunktionen g som i (10).

Bevis. Med beteckningar som ovan

V(X)) = / (& — ) f () di = / 2 (@) dz — 2 / wf () di + / f(z) d =
= [ @@y - 2 i = E(X) - = BX) - (BOOP

enligt (11). m

Problem 21 Berikna V(X) for den likformiga fordelningen (4) genom att utnyttja sambandet (12).
Lésning: I Exempel 15 fick vi att BE(X) = “T'H’. Vidare

o] b
B 1 B b —ad B (b—a)(b* + ab+ a?) B
B(X?% = /x2f(m)dx—b_a/m2dx—3(b_a) = 30— a) =
= %(bQ—i—ab—&—aZ).

Féljaktligen

a+b 27(b—a)2
12

5 Appendix

Vi bevisar hir formlerna (10) och (11). Vi borjar med (10). Lat oss beteckna X?2:s fordelningsfunktion
och tithetsfunktion med G(z) respektive g(x). Vi har d&

P(—/z<X<\z)omz>0
Oifall z < 0

G(x):P(X2<x)={



Séledes, om z < 0 har vi att g(x) = G'(x) = 0. Aterstar att visa formeln (10) for x > 0. Vi har da enligt

formeln ovan samt analysens huvudsats

o) = G =LpP(vicx<va) =L [ fi-=

dz dx
—Vz
= JVE) g T (V) 5 = 5 (T (V) + 1 (V)
v.s.v. Dags att visa (11):
E(X?) = /wg(w)dxzfﬁ(f(ﬁ)w(fﬁ)) dx:%/\/%(f(\/%)Jrf(—\/E)) dx

dar vi alltsé uttnyttjad (10). Vidare
— y=vz _ 2
e ae=| L2y | =2 [rw a
0 0

P4 liknande sétt, med hjilp av variabelbytet y = —+/z, visar vi att

0

O/x/a?f (V) de =2 / y*f (y) dy.

— 00

Inséttning av de tva sista formlerna i (13) ger (11).
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Uppgifter

. Bestam konstanten c s att funktionen

f@) = \/mft')r—1<x<l
0 annars

blir en tdthetsfunktion. Berikna sedan sannolikheten att en s.v. som hor till f antar ett positivt
virde.

Svar: ¢ = ﬁ P(X>0)=1- % ~ 0.293.

. Ta fram fordelningsfunktionen for s.v. i uppgift 1. Rita ocksa den!

Svar:
0 for x < —1

F(z) = %\/x—klfér—lgmgl
1forae>1

. Visa att funktionen i (5) &r verkligen en tdthetsfunktion.

Tips: integrera f pé [0,00[ (f =0 for < 0).

. En s.v. X har fordelningsfunktionen

0forx <1
F(x)—{ l—x%ft')erI

Beridkna fordelningens undre kvartil, median och 6vre kvartil. Ange &ven virdet f6r en godtycklig
kvantil x,.
Svar:

2

1
To2s = —=, Toso=V2, Togs=2, Tq=

l1—«

&

. Visa att funktionen

3637 for £ < 0
f(x)—{ ge_“‘ for z > 0

ar en tiathetsfunktion for en stokastisk variabel X. Beriikna dven de tre kvaRtilerna for X.
Svar: —% In 2, 0 respektive In 2.

. Rita upp fordelningsfunktionen

0forxz <1
Flz)=¢ +4+2@—-1)for1<z<2
1for x > 2
Berékna P(X <5/3), P(X >3/2), P(4/3 < X <5/3) och P(X =1).

Svar: 7/9, 1/3, 2/9 respektive 1/3 = F:s spranget i 1. Notera att F' dr ej deriverbar hir ty den
inte dr kontinuerlig i 1. Som ndmndes i texten innebér detta att f #r ingen vanlig funktion utan en
distribution.

. Vintetiden X (i minuter) fran 6ppningsdag tills dess forsta kund gar in i en affir beskrivs av en
s.v. med fordelningsfunktionen:

0forxz <0
F(x):{ 1—e 94 f5r 2 >0

Beriikna sannolikheten att forsta kunden drojer

a) hogst 3 minuter

11



b) minst 4 minuter

¢) mellan 3 och 4 minuter

d) hogst 3 eller minst 4 minuter

e) exakt 2 minuter

Svar: a) 1 —e 12 =0,699 b) e 16 =0,202 c) e 12 —e 16 =0,099d) 1 —e 12+ 16 =0,901
e) 0

8. Beridkna kvantilen z,, for en s.v. X med tdthetsfunktionen

f(m):{ 0forz <0

e~ for x >0

Anvénd sedan minirdknare for att fa de numeriska virdena for z¢ 50, 20,9 samt g g9.
Svar: LTq = - 111(1 - Oé)7 Z0,50 = 0,833, Zo,9 = 1, 517, Z0,99 = 2, 146.
9. Beriikna F(X) och V(X) om X har téthetsfunktionen

0 annars

f(;v)—{ %xf(’)’rOSxSa

Svar: E(X) = 2a. V(X) = £a®.

10. Den s.v. X har tdthetsfunktionen:

2rfor 0 <ax <1
0 annars

)= {

a) Berékna vintevirdet p och standardavvikelsen o = /V(X) for X.
b) Beriikna P(u— o < X < p+ 20)
¢) Beriikna P(p—20 < X < p+0)

Svar: a)“:%a:\/%*s b)l—(u—a)2=%+%ﬁ(tyu+20>l) c) 6ua—302:¥—

o=
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