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1. Alla dessa tre grinsviirden dr av typ [%].
a) Det forsta griansvirdet loser vi genom att faktorisera téljaren:
4 _ 2 _ 2 _ 2
x* —16 . (= 4)(z* +4) r—2)(x+2)(x"+4)
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= i%[(x+2)(x2+4)] =4-8=232.

b) Vi forlinger uttrycket med ndmnarens konjugatuttryck:
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c) Hir anviinder vi oss av ett kiint standardgrinsvirde:

lim sin(sin x) ~ lim <sin(sin:c) ' sinx) 111,

z—0 T x—0 sinx X

ty om x gar mot 0 si gar #ven sinz mot 0 (téink pa elefanter!).
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3. Ekvationen
arctan(3x) = arcsin x (1)

dr definierad enbart ddr arcsin dr definierad, dvs for @ € D, = [—1,1]. Vi noterar dven att i (1)
HL=VLe]-% Z[. Om vi ledvis beréiknar tan av (1) far vi

tan(arctan(3z)) = tan(arcsin ). (2)

Emellertid &r det alltid sa att tan(arctan(3x)) = 3z medan tan(arcsin z) = sin(arcsin x)/ cos(arcsin z) =
x/ cos(arcsin z) foralla © € Deg,. Dessutom, tack vare "trigettan"

cos(arcsinz) = +\/1 — sin?(arcsinz) = /1 — 22,

dér plustecknet foljer ur det faktum att arcsinz € [—%, %] och cos dr > 0 dér. Sétter vi allt detta in
i ekvationen (2) far vi

x
3t = ——.
V1 — 2
Efter kvadrering far vi da
2
x
9a? = ——
o 1—x2
eller
924 — 822 =0,

dvs 22(922 — 8) = 0. Vi far alltsa tre mojliga losningar: 0 samt ++/8/3 = i2—\3/§,

Depy. Vi ser direkt att 0 dr en sann losning. Genom att stoppa in z = 243@ i (2) ser vi latt att just
for detta virde pa « tan(VL) = tan(HL) i (1). Men, som vi noterat, HL = VL € |-%, %[ s& att

VL = HL for just detta virde pa x i.e. z = %ﬁ dr en sann losning av (1). P4 samma sétt kollar vi

och alla ligger i

att dven x = —2—§ loser (1). Saledes, 16sningsméngden till (1) bestar av tre tal: _27\/57 0, QT\E
4. Vi skall rita grafen till funktionen
f@) = =
x2 -1

med angivande av samtliga eventuella asymptoter, extrempunkter, samt intervaller av konkavtitet
och konvexitet.

Vi foljer den kéinda algoritmen.

o Forst konstaterar vi att Dy bestar av samtliga reela tal utom +1 (det finns alltsa tva hal i Dy).
Dessa skall ldggas in i teckentabellen.

e f:s nollstillen: f(z) =0 endast vid z = 0.
e Vi riknar ut f’ och f”och far (efter forenkling) att

by @+l woo 2x(a® +3)
f(x)*—m f (x)*w-



Vi ser alltsa att f' < 0 for alla z € Dy sa pa varje delintervall dr funktionen striangt avtagande
och séledes stationira punkter och extrempunkter saknas. Vidare, f”(x) = 0 enbart for x = 0
som alltsd skall placeras in i teckentabellen, som d& antar foljande form:

x |—o0, —1] —1 |—1,0] 0 10, 1] 1 11, 00[
2x — -2 — 0 + 2 +
(z° —1)° n 0 - —1 - 0 ¥
1 - finns ej + 0 - finns ej +
f \ finns ej \ 0 \ finns ej AN
konkav konvex | inflektionsp. | konkav konvex
Vi ser alltsa att funktionen &r stréingt avtagande pa varje av delintervallen |—oo, —1[, |—1,1]
samt |1,00[ samt att den #r konvex for x € ]—1,0[ U]1,00[ och konkav annars dvs for x €
|—o0, —1[ U ]0, 1].

e Det aterstar att undersoka eventuella asymptoter. Forst undersoker vi punkterna = +1 (hal
i Dy) som kan da innehalla vertikala asymptoter. Vi konstaterar snabbt att

lim f(z) =400 samt lim f(z)= +oo

r——14 rz—14

(obs teckenuppséttning). Detta betyder att bade z = —1 och & = 1 &r vertikala asymptoter.

Vidare,
T

lim f(z)= lim =0

z—-+o00 r—too 12 — 1 o

s& att linjen y = 0 dr en horisontell asymptot for f bade vid 400 och vid —oco. Det betyder
ocksa att sneda asymptoter saknas. Samlar vi allt vi fick veta om funktionen kan vi litt rita
den (se Figurel).

5. Det komplexa talet z = 1 — i v/3 kan skrivas pa polér form som z = 2¢~/3. Saledes
50 _ 950,—50im/3 _ 950 ,—16i ,~2mi/3 _ _ 949 (1 1 Z\/g) ,

ty e~ 16m = 1,

6. Vi skall hitta storsta och minsta virde for funktionen
f:1-2,3] = R, f(x)=¢€"—ux.

Vi vet att fiax och fmin maste existera och att de intriffar antingen vid stationéra punkter, singuléira
punkter eller vid —2 eller 3 (intervallets &ndpunkter).

Derivatan blir f’(z) = e — 1 och &r noll endast nir = 0. Funktionen har dessutom inga singuléra
punkter. Vi behover alltsa jamfora funktionens viirden vid —2, 0 samt 3. Vi far

f(=2)=e242, f(0)=1, f(3) =¢*—3.

Eftersom e = 2.71 ser vi att fmax = €2 — 3 och att det antas vid 3 medan fyin = 1 och att det antas
vid 0.



Figure 1:

7. a) se boken, Sats 4.6 sid. 192.
b) Om f(z) = tanz med Dy = | -5, 5[ s& ar f~'(z) = arctan(z) med Dy-1 = Vy = R. Enligt satsen
ia)
11

f'(a) 1+ tan?(a)

(f7'(b) =
dér b = f(a) = tana. Saledes

1 1

() = 1 + tan?(a) T 1402

Utrdkningen giller for alla b € Dy = R ty f'(a) # 0 for alla a € Dy. Byter vi b mot x far vi den
sokta formeln.



