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vilket leder till ekvationssystemet

1. En 222 matris X = ( ) kommuterar med matrisen A = < ) om AX = XA

dvs om

T1+ 2x3 = 1 — X2
To + 214 = 221
—T1 = T3 — T4

—Ty = 2:63
vars losning #r tva-parametrisk. Om vi sétter 3 = s och x4 =t far vi £y = —s + t och
xo = —2s. Det betyder att det finns en tva-parametersfamilj av 1osningar till problemet:

1 2 -1 =2 1 0
X—<_10>—s< 1 0>+t<01>——sA+tE

dér s, t dr alltsd godtyckliga parametrar. Resultatet dr rimligt, eller hur?
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2. a) Vi ser att skaldrprodukten fi - fo = 0 och dessutom att ‘fl = |f1| = 1 sa att f1 och fo

kan inga i en och samma ON-bas (i.e. uppgiften #r rimlig). Den tredje basvektorn far vi da
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genom att vektormultiplicera f; och fa. Vi far alltsa
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och 71), E, ]73) utgor nu en hoger ON-bas enligt definition av vektorprodukt.

b) Basbytematrisen fran basen e till basen f &r
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och #r ortogonal (i.e. T~! = T%) ty den #r en basbytematris mellan tva ON-baser (Sats 4.3
sid. 121). Saledes, vektorn ¥ har i den nya basen koordinater (Sats 3.5 sid. 104)
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s att allt stimmer.

. a) | #r parallell med II ty linjens riktningsvektor ©° = (—1,1,3) #r ortogonal mot planets
normalvektor 7 = (1,—2,1) (for att v - 7w = 0).

b) Notera att eftersom [ #r parallell med II s& dr det sokta avstandet d lika med avstandet
mellan en godtycklig punkt pa linjen [ och planet II. For att berdkna avstandet mellan [ och
IT betraktar vi dérfor linjen I’ = (1,2,0) + s(1,—2,1) som gar genom P = (1,2,0) (allts& en
punkt péa [) och som &r ortogonal till planet II. Denna linje skiir planet i ndgon punkt S och

—
det sokta avstandet ges da naturligtvis av d = ‘PS ‘ Skirningspunkten S far vi om vi sétter

in ":s ekvation i planet IT (jfr Exempel 18 sid. 181). Vi far da
1+s5—2(2—-2s)+s=3

— —
vilket ger s = 1. Saledes, S = (2,0,1) och d& PS = (1,—2,1) s& att d = }PS = /6. Man

kan dven siga att d = |s||7| = v/6 (enl. striickan = tid ganger hastighet) (S behdver ej
utriiknas).

. Vi maste beriikna bilder av basvektorerna e; = (1,0, 0) etc. under denna avbildning. Avbild-
ningen &r projektion pa en linje dvs projektion pa denna linjes riktningsvektor @ = (1,1, —1)
varfor projektionsformeln dr ldmplig. Vi riknar direkt:

el v 1 1
P(e1) = 7W>F>:§7>:§(1,1,—1)
e-v_, 1, 1
P(e3) = 7'71;231;:5(1,1,—1)
— 6_3)7—> 1 1 1 1.1
P - N TR
(63) ? 7” 31) 3( ) 7)

1 1 1 -1
P = 3 1 1 -1
-1 -1 1

. a) Se boken, Sats 7.7 sid. 218.

b) Nollrummet N (F) far vi om vi loser ekvationen F(w') = 0 som i vir bas ges av AX = 0
eller

1 -2 -1 1 0
—2 4 2 9 = 0
4 -8 —4 3 0

dvs
r1 — 229 — 23 =10

—2x1 +4x9 4+ 223 =0

4x1 — 8xo —4x3 =0
och vi ser litt att ekvationer 2 och 3 dr bara multiplar av ekvation 1. Saledes, nollrummet
utgors av alla vektorer som uppfyller sambandet z; — 229 — x3 = 0 som #r ett plan genom



origo med en normalvektor (1, —2,—1). Dimensionssatsen siger da att virderummet &r en
linje genom origo som spénns da upp t.ex. av den forsta av A:s kolonner, sa att V(F) =
{t(1,-2,4) : t € R}. Notera att N(F') och V(F) inte #r ortogonala hir. Notera #ven att
det syns direkt att dimV(F) = 1 ty kolonn 2 i A = —2 ggr kolonn 1 medan kolonn 3 i
A = —kolonn 1.

. a) Utrdkning (gor den) visar att AA® = F och att det E = +1 si att avbildningen - enligt
Eulers sats om isometriska avbildningar av rummet (Sats 7.10 sid. 225) - &r en rotation.

b) Rotationsaxeln hittar vi genom att losa ekvationen F(w) = W eller, i basen, AX = X dvs
(A—E)X =0 eller

1-9 —4 8 I 0
8 4-9 1 z2 | =10
—4 7 4-9 3 0

(notera hur faktorn % paverkar utrdkningar) dvs

-8 —4 8 T1 0
8 =5 1 z2 | =1 0
-4 7 =5 3 0

vilket har 1-parameterlosning (z1,z2,x3) = t(1,2,2) som ger den sokta rotationsaxeln. Till
sist, rotationsvinkeln « far vi genom att ta en vektor i rotationsplanet (det plan genom
origo som #r ortogonal mot rotationsaxeln dvs i det hir fallet 1 + 2x9 + 223 = 0) t.ex.
U = %(2, —1,0) och berikna vinkeln mellan u och F() :

w - F(%)
(@)

Notera nu att |F ()| = 1 ty || = 1 och for att rotation &r en isometri. Vidare, F(%) har
koordinater

el e

Cosx =

. 1 -4 8 . 6
AX=—| 8 41 g l=—"1 12
Wo\ 4 74 0 95\ 15

sa att @ - F() = 0 och vi ser direkt att rotationsvinkeln &r /2.

. Vi borjar med att 16sa den karakteristiska ekvationen det(A — A\E) = 0 eller

‘3—>\ 2

—2 —1-) ':0

dvs
A=3)A+1)+4=0X2-22+1=0

vilket har en dubbelrot A1 2 = 1. Motsvarande egenrum hittar vi genom att losa ekvationen

(A=A 2E)X =0 eller
(2 2)(2)-(5)

som har 1-parameterslosning (x1,x2) = t(—1,1). Saledes hir overstiger den algebraiska mul-
tipliciteten av egenvirdet A = 1 dess geometriska multiplicitet och avbildningen &r ej diago-
naliserbar (det finns inte tillréickligt méanga linjért oberoende egenvektorer).



