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1. Ekvationssystemet
3x1+ 520 —4z3 = 0
—3x1 —2x9+4x3 = 0
6x1+x20—8x3 = 0

har icke-triviala 16sningar da och endast da systemets determinant ér lika med noll (se Sats
7.6 sid. 212, ekvivalens mellan (iz) och (z)). Med hjilp av Sarrus eller Laplace kollar vi att

3 5 —4
-3 -2 4|=0
6 1 -8

s& att systemet har icke-triviala losningar. Alternativt kan vi helt enkelt 16sa ut systemet
med hjélp av Gauss. Vi far da en 1-parameterslosning (z1, z2,x3) = (4,0, 3).

2. a) Se boken, Def. 4.1 sid. 111.
b) Eftersom

T+ TP =T +0) (W+0)=T-T+U0-V+V - T+70 -V =|w+20 -V + |7

? kan uppfyllas enbart om w - v = 0 vilket betyder

sa ser vi att kravet | @ > +|V|* = |¥ + 7|

att @ och ¥ #r ortogonala.

3. Vi betecknar planet 2z — y 4+ 32z = 7 med II; och planet 2z — y + 32z = —2 med II» medan det
sokta planet kommer att kallas II.

II; och Il &r forstas parallella ty de har samma normalvektor 7 = (2, —1, 3). Det sokta planet
IT maste ocksa vara parallell med béade II; och Iy sa det mésta ha ekvationen 2o —y+3z = D
dér alltsa bara konstanten D aterstar att hitta. For att hitta denna konstant behover vi
en punkt tillhorande II. For att gora detta drar vi en godtycklig stricka fran II; mot Ils.
Mittpunkten pé stréickan tillhor da det sokta planet IT (use your force, Luke). Vi viiljer da
en punkt pa IIy, sig P, = (2,0,1) och en punkt pa Iy, sig P, = (0,2,0). Mittpunkten péa
strickan ]TP; arda M = (%, %, %) = (1, 1, %) som alltsa tillhor I1. Satter viin M iIl:s
ekvation far vi 2 — 1+ % =Dsaatt D= g Det sokta planet II ges alltsa av 2z —y+ 3z = %
Studenten sjdlv uppmanas att prova andra kombinationer av Py, P, tillhorande ITy resp. Il
for att kontrollera att D #r OK.

4. a) For att hitta avbildningsmatrisen behover vi utriikna bilder av samtliga basvektorer. Vi
borjar med S(e7):

e - n 1 1 1
e1)=e—2 = (1 —2—(1,-1,3) = —[(11 —2.2.-6)] = —(9,2, —6).
5(61) 1 —>an (7070) 11(7 73) 11 [( 50)0)+( 5 &y 6)] 11(977 6)



ch diir m = (1,—1,3) #r en vektor normal till planet. P4 samma sitt far
€3

dir &7 = (1,0,0)
S(

oc
vi S(ez) samt S(e3):

e m —1 1 1
€) =€ — 2 =(0,1,0) —2—(1,-1,3) = — 11 2,2 =—(2 .
5(62) €2 %) ] ﬁ (Ov 70) 11 ( ’ 73) 11 [(Oa 70) +( ’ 76)] 11( 7976)
e3-m 3 1 1
-\ _ —)_ — —_ — — = —(— —
S(es) =e3 Qﬁ-ﬁn (0,0,1)— 11(1 -1,3) 11 [(0,0,11) 4 (—6,6, —18)] 11( 6,6,—7).
sa att den sokta avbildningsmatrisen &r
SN O
U\ =6 6 -7
Kontroll kan (och skall!) goras pa flera sétt. Dels kan man kontrollera att det A = —1

(spegling dndrar ej volym, men orientering, se Sats 7.3 sid. 205 och efterfoljande text i
boken), dels att A2 = E (som motsvarar det faktum att S o S ir en identitetsavbildning),
dels kan man titta pa bilden av normalen 7 = (1, —1,3):

1 9 2 —6 1 1 —11 -1
AX = I 29 6 -1 | = I 11 | = 1
-6 6 -7 3 -33 -3
sdatt S(7) = — 7 som det skall vara. Man kan #ven ta en vektor i spegelplanet z1 —x9+323 =

0 t.ex. w = (1,1,0) och kolla att S() = u etc.

b) Man kan naturligtvis ga den trakiga viigen med bestimmande av egenviirden och sedan
egenvektorer men egentligen ricker det med var geometriska intuition. Alla vektorer liggande
i spegelplanet x1 — x3 + 3x3 = 0 #r egenvektorer tillhorande egenvirde A\ = 1 (ty for alla
vektorer i spegelplanet giller att S() = ) medan alla vektorer parallella med normalen
T #r egenvektorer tillhorande egenvirde Ay = —1 ty for dessa vektorer har vi S(v) = -0
da ¥ =tn och (W) = -7

. Da det #r svart att hitta bilder R(e;) av basvektorerna e; direkt kommer vi att utfora ett
basbyte till en hoger ON-bas som &r anpassad till var uppgift. Vi infor alltsa en ny hoger
ON-bas

1
V3

— — — — —
dar fi pekar langst rotationsaxeln (s& att R(f1) = f1) medan fs och f3 ligger i rotationsplanet
x1 + x2 + x3 = 0 och saledes (se uppgiften, use the force Luke, det #r litt att viilja fel tecken

— — — —
hir) R(f2) = f3 medan R(f3) = — f2. Det betyder att avbildningen har i basen f matrisen

?1) = (17 17 1)7 72) = 7(17_170)7 f fl X f2 ( 1 _2)

éH

10
Ap=10 0 -1
01 O
medan basbytematrisen fran e till f &r

11 1
V3 V2 V6
| L 1
v
oY %

\V)



Vi vet dven att Ay = T-1A.T dér A, dr den sokta matrisen (R:s matris i basen e) si att
A, = TAfT_1 = TA;T" déir vi alltsd utnyttjar att T &r ortogonal ty bada baser &r ON. Vi

far till sist
) 1 1-v3 1+V3
AezTAth:§ I+v3 1 1-43
1—-vV3 1+V3 1

Det #r mojligt att kontrollera att det A, = 1 (rotation &ndrar varken volym eller orientering).
Dessutom kan man kontrollera att

1 1
Al 1 | =1 1
1 1

s att rotationen ror ej vektorn (1,1,1) som #r ju parallell med rotationsaxeln.

. a) Se boken, Sats 7.7 sid. 218

b) Vi ser att dimensionen av virderummet for F' dr minst 2, ty den forsta och den sista
kolonnerna i A &r linjért oberoende. Séledes, enligt dimensionssatsen, dim(N(F')) kan ej
overstiga 1. A andra sidan, si snart det(A) dr skild fran noll bestar nollrummet bara av
nollvektorn. Vi konstaterar att dim(/N(F')) blir 1 enbart da det(A) = 0, vilket héinder endast
dda+7=0dvsdd a=-T7.

. Notera att matrisen dr symmetrisk (och basen #r ON) s& enligt spektralsatsen (Sats 8.2 sid.
239) kan man hitta en ON-bas av egenvektorer till avbildningen. Proceduren &r standard sa
jag anger hér enbart viktigaste delresultat. Den karakteristiska ekvationen det(A — AE) =0
antar formen A% — 12)\? + 21\ + 98 = 0. Egenviirden &r da A\; = —2 och A23 =7 (dubbelrot).

En (normerad) egenvektor tillhorande A\; &r da JTl) = (2,1, —2) och egentligen det récker for
att fa den sokta basen ty de tva aterstaende basvektorer tillhor Ag 3 och &r saledes ortogonala

mot 71) (Sats 8.1 sid. 237). Vi tar exempelvis E = %(1,0, 1) som en normerad vektor
ortogonal mot ﬁ)och da ﬁ,} kan tas som vektorprodukt av ?1) och ?2):

—

fa=Fix 2 (1,—4,-1).

1
3v2

. . . . - — — — — R .

for da blir automatiskt f3 - fi = fs - fo = 0 och ‘fg} = ‘fl‘ ‘fg‘ sin 5 = 1. Uppgiften har

naturligtvis odndligt manga ekvivalenta svar. Egenrummet tillhorande A2 &r ju ett plan

ortogonal mot f; och dir kan vi viilja ON-bas pa oéndligt manga sitt.



