Krzysztof Marciniak, I'TN
Linkopings universitet

tfn 011-36 33 20
krzma@itn.liu.se

Losningar till kontrollskrivningen KTR1 i linjir algebra TNIU 75
for BI2, SL2, FTL2

2019-09-26 kl. 14.00—16.00

1. a) Tva n x n matriser A och B &r varandras inverser om AB = BA = E dér E betecknar
n X n enhetsmatris. Se def. 2.3 pa sid. 53 i kursboken.

b) Man ser ldtt att AB = E och saledes dr
Bl'A'=(AB) '=E'=E

(enhetsmatrisen F &r forstas sin egen invers). Den forsta likheten i sviten ovan foljer ur regeln
31 Sats 2.7 pa sid. 58. Ser man inte att AB = F kan man borja med at ta fram A~! och en
enkel kalkyl leder da till att A~! = B och diirfor &ar B~'!A~' = B 'B=E.

2. a) Vi vill visa att vektorerna

— — —
f1="€1-"€s fo=T€1+€y [fz=€1+ €2+ €3
(dir e = (€1, €2, €3) 4r en bas i rummet) utgor ocksd en bas. Vi maste da visa att
- = —
f1, f2, f3dr linjirt oberoende. Detta visas (se Sats 3.4 sid. 96) genom att 16sa vektorek-
vationen

— — — —
Mfi+Xfa+A3f3=0

med avseende pa \;. Eftersom 71 = (1,—1,0) i basen e osv. s dr denna ekvation ekvivalent
med
)\1 (17 _17 0) + )\2 (17 1a 0) + )‘3 (1> 17 1) = (0’ Oa 0)

vilket ger tre linjéra ekvationer (en for varje komponent)
A1+ A2+ A3 =0

A+ X+A3=0
A3 =0

- = —
som har bara den trivial 1osningen. Detta innebér att f 1, fo, f 3 dr linjéirt oberoende och

utgor saledes en bas i rummet.

En i}ternativ metod dr att beridkna det T for matrisen T vars kolonner bestar av koefficienter
av f; i basen e:

1
1
0

Vi far da det T' = 2 # 0 (det snabbaste séittet att rikna ut det 7" i detta fall &r Laplaceutveck-
ling léings den tredje raden) vilket enligt Sats 5.10 sid 143 (eller Sats 5.11 sid. 144-145, s.k.

1 1
T=1 —1 1
0 1



"supersatsen" :-), pastdendena v) och iii) alternativt iv)) innebér att 71, 72,?3 ar linjart
oberoende (tidnk pa att detT" &r proportionell till volymen av den parallellepiped som spénns
upp av vektorerna ?1, ?2, 73. Sa snart #r denna volym skild fran noll #r vektorerna som
spianner upp parallellepipeden linjért oberoende).

b) Basbytematrisen fran basen e till basen f dr exakt matrisen 7' angiven i l6sningen av
uppgift 2 a) ovanfor. Enligt satsen om basbyte (Sats 3.5 sid. 104) giller att Y = T-1X dir
X och Y #r kolonnmatriser innehallande % :s koordinater i basen e respektive i basen f. En
utrikning ger att

L[t -1 0
Tt = 1
0o 0 2
(kontrollera detta) sa far vi
L[ -1 0 2 —1
Y:T—l)(:5 11 -2 4 | = 0
0 0 2 3 3

Det betyder att w = (—1,0,3) i basen f eller, vilket &ir samma sak, att o = —71 + 37)3.
Detta kan faktiskt kontrolleras genom direktberikning:

—?14-373:—(?1—?2)+3(?1+?2+?3):2?1—%4?2—#3?3

: . — . .
vilket stammer med vektorn « angiven i basen e.

c) Vi kan utnyttja resultat i b) eftersom vi ser litt att o #r lika med u i uppgiften b). Det
betyder att ':s koordinater i basen e dr (2,4,3). Inser vi inte detta far vi riikna dem med
hjdlp av Sats 3.5 igen och far

111 -1 2
X=TY=1| -1 11 0 | =1 4
0 01 3 3

. a) Se Definition 4.1, sid. 111.

b) Den sokta vinkeln « ges av formeln (se Exempel 7 sid. 118)
— =

U - U basen éir ON 3

1
| [ V6v6 2
och darfor &r a = arccos(1/2) = /3 = 60°.

Cosx =

c) Enligt projektionsformeln (se Exempel 7 sid. 118 igen) har vi att projektionen w5 av
vektorn u péa vektor v ges av

— —
u - v ?basen_iir ON 3—>

—
v

_>_)_
U =

(@)
N | =

— 2
V]

\V)



4. a) Den sokta volymen ges av (se Sats 5.4 och vidare forklaring pa sid. 137) absolutbelopp av
determinanten, vars kolonner (eller rader, spelar ingen roll eftersom det A = det A?) bestar av
koordinater av vektorerna u, v och w (notera att basen i vilken anges vektorerna &r ON).
Enkel utrikning visar att

1 2 -1
a 1 0|=—-Ta
-2 3 2

och d& ges den sokta volymen av V = 7|a|. S& snart a # 0 &r V' > 0 och vektorerna blir da
linjéirt oberoende, s& att de utgér en bas.

b) Antag att
ail a2 ai3
A= a2 ax a3
as1 as2 ass
sa ar
)\all )\alg )\CL13
AN = )\agl /\CLQQ )\a23
Aaz1 Aazz  Aass

och om vi anvéinder Sarrus formeln (se Figur 5.10 sid. 138) ser vi att

)\all )\alg )\alg )\au )\alg
det()\A) = )\agl )\a22 )\&23 )\agl )\CLQQ
Aaz1 Aagz Aazz | Aazr  Aazz

och det syns att varje diagonal och varje antidiagonal multipliceras med samma faktor A3,
V.S.V.

Obs: det som foljer nedanfor krivs inte for att fa full poédng pa uppgiften. Tanken &r bara att
ni som #r intresserade kan fa se hur den allménna definitionen av determinanten kan nyttjas.

Om A dr en godtycklig n X n matris och A ett godtyckligt reellt tal da giller att
det(AA) = A" det A

Detta foljer direkt ur den allménna definitionen av determinant, som finns pa sid. 305 i
kursboken. Determinant definieras allmént som en summa av produkter pa formen

(=1)7@15(1)020(2) - - - Uno(n)

(vara diagonaler och antidiagonaler i Sarrus dr exakt sidana produkter) déir o dr en sa kallad
permutation av méngden {1,...,n} och (—1)? star for +1 om permutationen &r jimn eller —1
om permutationen dr udda. Om vi multiplicerar A med A blir varje term a;,(;) i produkten
ovan multiplicerad med faktor \; hela produkten multipliceras saledes med A", s& determi-
nanten, som &r lika med summan av dessa produkter (6ver alla mojliga permutationer, som
det finns n! av (ej uppropstecknet utan fakultet)), multipliceras ocksd med samma faktor A".



