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1. a) Se Definition 5.2 sid. 131.

b) Den stkta arean ges exempelvis av

el e e3
l)— — 1 V25 4+ 25 5V2
S|ABxAC| =5 1 2 1 |=1(-5,0,5)= 25 _ 5v2
> 2 1 T |72 2 >

dir e = (€7, ez, e3) betecknar den ON-bas som ingér i vart ON-koordinatsystem (se Definition

3.2 sid. 92).

2. Notera forst att linjerna [y och I, maste skiira varandra for att kunna ligga i ett och samma
plan IT (ty de ér inte parallella), vilket de gor i punkten Q@ = (-2, 1, 1), detta behdver man dock
inte faststéilla under tentamen utan man far lita pa sin examinator att linjerna skir varandra.
Vi behover forst faststélla planets ekvation. En normal till 1T fas enklast som vektorprodukt
av biigge linjernas riktnigsvektorer. Linjen I har riktningsvektor v'; = (0,1,1) och linjen Iy
har riktningsvektor v's = (1, —3,0) och saledes

— —
€1 €2 €3

mM=v1xvs=| 0 1 1]=(31-1)
1 -3 0

Planet IT har saledes ekvationen 3x + y — z + D = 0 och konstanten D kan fas genom att
sidtta en godtycklig punkt i planets ekvation. Vi kan sétta till exempel @) i planets ekvation
och far —6 4+ 1 — 1+ D = 0 vilket ger D = 6. Det betyder att planet ifraga har ekvationen
3z+y—2z46 = 0. Aterstar att hitta avstandet mellan P och II. Detta iir en standarduppgift:
man tar fram ekvation for den linje som gér genom P och som &r ortogonal mot IT (dvs som
ar parallell med 7):

U:(x,y,2) =(4,3,—1) +t(3,1,—1) = (4 + 3t,3+t,—1 — t)
och sitter hogerledet i IT:s ekvation for att ta fram det viirde pa t for vilket I’ skér II:
3443t)+3+t—(=1—1)+6=0

vilket har losningen ¢t = —2. Skdrningspunkten S mellan [ och II &r darfor S = (—2,1,1)
(som € IT (kontrollera detta)) och det sokta avstandet blir

d= ‘P_S>‘ = |(=6,-2,2)] = V44 = 2V/11

Alternativt kan man anvinda den firdiga formeln pa sid 188 i boken for avstandet mellan
planet Ax + By + Cz + D = 0 och punkten (xg, yo, z0). Vi far da direkt:
|Azg 4+ Byo+ Cz+ D[ [3-441-3+4(—1)-(—1)+ 6]

A2 +BQ +02 \/32_|_ 12_|_ (_1)2

=2v11

d:

ﬂ‘w
=N
—_

alltsd samma resultat.



3. a) Avbildningsmatrisen i basen e dr

1
-1
1

A=

N DN =
N = =

(kom ihag att bilder av basvektorer, dvs vektorerna F(€;), definierar kolonner i A) och enkel
utrékning visar att det A = 1 # 0. Enligt "supersatsen" (Sats 7.6 sid. 213) betyder det
(bland annat) att F' &r bijektiv.

b) Enligt samma sats 7.6 sid 213 har den inversa avbildningen F~! (som existerar tack vare
faktum att F' #r bijektiv) matrisen

31 -2
A= -4 -1 3
2 0 -1

c) Eftersom F ir bijektiv finns det exakt en vektor u som avbildas pa e7, nimligen

1 3
uU=FYe)=A'| 0 | =| —4 | =3¢ —4es +2e3
0 2

Detta kan l4tt kontrolleras genom att verka med F' pa hogerledet:
F(3e] —4es +2e3) = 3F(e]) —4F(e3) +2F(e3
— = —

= 3(ef +2e3 +2e3) —4(er + €3 +2e3) +2(ef — €3 +€3) = eq

4. a) Vi behover beriikna projektioner P(ey), P(e3) samt P(e3). Vi vet att

- =

P@E) =5 -2 2%
n-n

dir ef = (1,0,0) och ® = (1,1,—1) ér en vektor normal till planet II. Enkel beriikning
ger att P(e7) = (2/3,—1/3,1/3). Pa liknande sitt far vi P(e3) = (—1/3,2/3,1/3) samt
P(e3) =1/3,1/3,2/3). Saledes, avbildningsmatrisen har formen

A=t
3

— =N
— N =

1
1
2

Vi kan kontrollera (gor det!) att A2 = A sa att A verkligen &r en projektionsmatris. Man
kan ocksé kontrollera att det A =0 (om det A # 0 har vi gjort nagot riknefel ndgonstans)

b) Projektionen [, av linjen [ pa II blir ocksa en rit linje och dess riktningsvektor ?p kan
fas som projektionen av linjen I’s riktningsvektor @ = (2, —3,2) pa planet II. Detta ger

v

Ty = P(T) =T - 2

n

]

= (3,-2,1).

]

Alternativt, vi kan hitta 71, genom att verka med matrisen A pa v

. 2 -1 1 2 3
E}:A(?):§ -1 21 -3 | =1 -2
112 2 1



Linjerna [ och [, har en punkt P gemensam: skidrningspunkten mellan [ och II. Den fas Litt
genom att sédtta in [’s ekvation i II’s ekvation:

(2+2t) + (1 —3t) — (2t) =0

vilket ger t = 1 och saledes P = (4,—2,2). Vifaralltsa l, : (z,y,2) = (4,—-2,2)+s(3,-2,1) =
(4+3s,—2—2s5,2+s). Vi kan dven kontrollera svaret, genom att séitta in [,’s ekvation i II’s
ekvation. Vi far

(443s)+(—2—-25)—(2+s)=0

vilket &r uppfylld identiskt med avseende pa parametern s. Det betyder att alla [,,’s punkter
verkligen ligger i II. (3p)

. Vi betraktar en linjér avbildning F' av rummet som i en ON-bas har matrisframstéllningen

0 -1 0
A= 1 0 0
0 0 -1
a) F #r isometri eftersom AA! = E, som enkel utriikning pavisar. Vidare, det A = —1. Enligt

Eulers sats (Sats 7.10 sid. 225) och dess bevis (sid. 226) #r da avbildningen en rotation f5ljd
av en spegling (eller spegling foljd av rotation; dessa béigge operationer kommuterar hér ty
spegelplanet (se igen beviset pa sid. 226) dr ortogonal mot rotationsaxeln).

b) Rotationsaxeln hittar vi genom att 16sa ekvationen F(u) = —u (minus tillkommer pga
spegling) vilken i den valda basen #r AX = —X. Losningen dr X = ¢(0,0, 1) dvs rotationsax-
eln sammanfaller med x3-axeln. Rotationsvinkeln hittar vi genom att ta en godtycklig vektor
i rotationsplanet x3 = 0, t.ex. u = (1,0,0) och rotera den med avbildningen F. Eftersom

1 0 -1 0 1 0
F(W)y=A| 0 |=[1 0 0 0 |=11
0 0 0 -1 0 0

ser vi att @ och F (W) #r ortogonala (ty @ - F (w) = 0). Det betyder att rotationsvinkeln
ar m/2.

. a) Se boken, Sats 8.2 sid. 239.

b) Notera forst att avbildningen #r symmetrisk och den sokta basen siledes finns (enligt
spektralsatsen, se uppgift a)). Vi borjar med att ta fram avbildningens egenvéirden genom
att hitta rotter till matrisens karakteristiska ekvation:

-1-A 2| _ 2 —
5 9y =A+1)A-2)—4=X-X-6=0
som dr A\ = —2 och Ay = 3. Egenrum FE), far vi genom att l6sa ekvationerna (A — ;)X =0

och vi far Ey, = t(—2,1) samt E), = t(1,2). Notera att bigge egenrum &r ortogonala mot
varandra, sasom det skall vara enligt Sats 8.1 sid. 237. Den sokta basen far vi genom att
plocka en vektor fran varje egenrum och sedan normera den. Vi viljer da

— 1 — 1
fi= %(—2, 1), fo= %(1’2)

Kontrollera girna att f = (ﬁ, ]72)) verkligen dr en ON-bas som bestar av egenvektorer till F.



c) A% kan littast utriknas i en ON-bas av egenvektorer. Vi anviinder basen som vi fick i
uppgiften b). Basbytematrisen &r
1 -2 1
=5 ()

(den #r givetvis ortogonal, eftersom bade den gamla och den nya baser #r ON; det betyder
att 7! = T%) och avbildningen F har i den nya basen f diagonal form

-2 0
v=(755)

(med egenviirden pa diagonalen; man kan, behover inte, kontrollera detta genom att utrikna
Ay pa ett sedvinligt sitt, dvs. genom Ay = T~LAT, det blir givetvis samma resultat). Detta
ger till sist, tack vare "telescoping", se sid. 243 i boken)

1/ -2 1 250 -2 1
50 __ 50t _ + _
4 _TAfT_5< 2>< 0350>< 12)‘

1 252+350 _251+2_350
N 5(—251+2-350 250+4-350>

(obs: (—2)%0 = 250 givetvis).

—_

. Antag att

Da giller forstéas att

p(A) = det(A—\E) =

a— A\ b ‘

= XN —Xa+d) + (ad — be)
(kontrollera). Om vi nu ersétter A med sjilva matrisen A i polynomet p(\) ovan far vi

p(4) = A*—(a+d)A+ (ad—bo)E =
B a’?+bc ab+bd a b 1 0\
- <ac+cd bc+d2>_(a+d)(c d)+(ad_bc><0 1>_

_ 0 0
N 0 0
dér den sista likhetstecken foljer ur explicit utrdkning av varje element i matrisen i vin-
sterledet. Till exempel, element 11 (dvs i rad 1 och kolumn 1) &r lika med
a? +bc—ala+d)+ad—bc=0
och likasa for de tre 6vriga element.

Detta smatt oviintade sambandet giller dven for godtyckliga n x n matriser. Detta samband
kallas i matematiken Cayley-Hamiltons sats, och kan uttryckas pa féljande sitt:

Varje kvadratisk matris uppfyller sin egen karakteristiska ekvation
Notera till sist att det ér fel att "bevisa" pastdendet genom att skriva
p(A) = det(A — AE) = det(0) =0

bland annat foér att p(A) #r en matris medan determinant av en matris &r ett tal.



