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1. De punkter (z,y, z) som ev. ligger i samtliga tre plan méaste uppfylla foljande ekvationssystem

r—y+2z=1
T—2y—z=2
3r—y+52=3

Systemet &r ekvivalent med (Gausselimination):

r—y+2z2=1
—y—3z=1
—Tz=2

vilket leder till fsljande 16sning: (z,y, z) = (10/7, —1/7,—2/7) som &r alltsd gemensam punkt
for alla tre plan.

2. a) Vi maste visa att ekvationssystemet

1 0 2 0
M 2 | +X| -1 |+ 0]l=10
1 1 -1 0

har enbart trivial l6sning. Explicit, systemet ser ut s& hér:

Al + 2X3 =0
2A1 — Ao =0
AL+ Ag — A3 =0

och har enbart (Gauss igen) trivial l6sning,.
b) Vi vill skriva @ = (1,0,0) som linjir kombination av vektorerna w1, Wz, w3. Vi soker

alltsa talen y;,yo, y3 sadana att

1 1 0 2
=y1| 2 |ty -1 | +uys 0
1

o

—_
\

—_

eller
Y1 +2ys =1
2y1 — 2 =0
y1+y2—ys =0

vilket har losningen (y1,y2,y3) = (1/7,2/7,3/7). Saledes, W =1 Wy + 27Uy + 2



Alternativt, vi kan anviinda den vilkinda formeln Y = 771X dir

1
X=10
0

— . .
representerar w’s koordinater i den gamla basen medan

Y1
Y = Yo

Y3

ir koordinaterna av w i den nya basen (w1, W9, w3). T ér basbytematrisen och har formen

1 0 2
T=12 -1 0|,
1 -1
med inversen
(12 2
T'=2=12 -3 4
\g 1 1
sa att
(12 2 1 e
y=T'X=2-(2 -3 4 0 |l==| 2
"\g 1 1 0 T\ 3

vilket stimmer med svaret som vi fatt med hjilp av den forsta metoden.

. a) Vi behover beriikna projektioner P(€'1), P(€2) samt P(€3). Vi vet att

P(€)=¢1— =7
dir €1 = (1,0,0) och @ = (1,1, —1) &r en vektor normal till planet IT. Enkel bersikning ger
P(€1) = (2/3,-1/3,1/3). Pa liknande siitt far vi P(€2) = (—1/3,2/3,1/3) samt P(€’3) =
1/3,1/3,2/3). Saledes, avbildningsmatrisen har formen

1 2 -1 1
A= 3 —1 2 1
1 1 2
Vi kan kontrollera att A2 = A si att A #r verkligen en projektionsmatris.

b) Projektionen [, av linjen [ pa II blir ocksa en riit linje och dess riktningsvektor 71, kan
fas som projektionen av linjen I’s riktningsvektor v = (2, —3,2) pa planet II. Detta ger

-
Ty = P(T) =T — =
n

sl

= (3,-21).

5|



Alternativt, vi kan hitta 71, genom att verka med matrisen A pa v':

) 2 -1 1 2 3
7]3:/1(7):g -1 21 -3 =1 -2
1 1 2 2 1

Linjerna [ och I, har en punkt P gemensam: skidrningspunkten mellan [ och II. Den fas litt
genom att sdtta in I’s ekvation i II’s ekvation:

(2+2t) 4+ (1—3t) — (2t) =0

vilket ger t = 1 och saledes P = (4,—2,2). Vifaralltsa l, : (z,y,2) = (4,-2,2)+5(3,-2,1) =
(4+3s,—2—2s5,2+5). Vi kan #ven kontrollera svaret, genom att sitta in I,’s ekvation i II’s
ekvation. Vi far

(4+3s)+(-2—2s)—(2+5)=0

vilket dr uppfylld identiskt med avseende pa parametern s. Det betyder att alla [,’s punkter
verkligen ligger i II.

. a) Se boken.

b) Ur uppgiften foljer att de bada riktningsvektorer, dvs. v'; = (1, —1,2) och ¥’y = (—1,1,7)
dr parallella med planet II. Saledes, deras kryssprodukt

— — —
[} €9 €3

VixVa=| 1 -1 2|=-9¢;-9¢3=(-9-9,0)
-1 1 7

blir en vektor som &r normal till II. Saledes, II’s ekvation blir —9x — 9y + D = 0 eller, efter
forenkling, x + y + E = 0. Vidare, punkten P = (3,2,7) ligger i II ty det &r en punkt pa Iy
(som motsvarar t = 0). Sétter vi in denna punkt i planets ekvation far vi E = —5. Det sokta
planet dr alltsa

T +y=>5.

. a) Se boken.

b) Sekulérekvationen det(A — AE) = 0 ger snabbt tre olika egenviirden: A\; = —2, \y = 2,
As = 4. Sétter vi in \; = —2 i ekvationen (A — A\; E)X = 0 far vi ekvationen

4 0 0 1 0
0 3 3 z2 | =10
0 3 3 T3 0
som har 16sningen
0
X=t| -1
1



Den forsta basvektorn blir da ?1 =

lingden 1). Pa samma sétt far vi 72 = (1,0,0) samt 73 = %(O7 1,1). Vikan l4tt kontrollera
att denna bas verkligen &r en ON—baS. Vi vet forstas att for symmetriska avbildningar (F' &r
symmetrisk ty A = A’ och basen € ir ON) egenvektorer som motsvarar olika egenvirden &r

%(0, —1,1) (vi normerar vektorn foér att den skall ha

ortogonala s& i princip vi behover 1nte rakna ut f 3 genom egenekvation utan vi kan fa den
som vektorprodukt av vektorerna f 1 och f 2.

. Satt
1/vV2 0 —1/V2 T Y1
A= 0 1 0 , T= 2 |, T=| »

1/vV2 0 1/V2 3 Y3

a) Elementir berdkning leder till att AA' = F vilket betyder att matrisen A #r ortogonal.
b) Vi har att

S

1/vV2 0 —1/V2 ) (21 — 23)

A? = 0 1 0 T2 = €2 )

1/vV2 0 1/V2 T3 (z1 + x3)

S

vilket ger |[AZ|* = ((331 — 23)% 4 220 + (21 + x3)2> 23+ a3 + 2% = |Z|?, s att |AZ| —
|Z’| = 0. Pa liknande siitt visar man att (A7) (Ay ) — @ -y = 0. Detta naturligtvis diirfor
att ortogonala avbildningar bevarar bade skalarprodukten och lingden av vektorer.

a) Se boken.

b) Lat F : R? — R? vara en linjiir avbildning som i nigon bas ges av matrisen

1
A=1 2
1

N~ QO

3
1
0

Bestédm for vilka virden pa konstanten « blir dimensionen av nollrummet N(A) lika med 1.

b) Vi ser att dimensionen av virderummet for F' &r minst 2, ty den forsta och sista kolonnerna
i A ir linjirt oberoende. Saledes, enligt dimensionssatsen, dim(N(F)) kan ej overstiga 1. A
andra sidan, s snart det(A) dr skild fran noll bestar nollrummet bara av nollvektorn. Vi
konstaterar att dim(NN(F')) blir 1 enbart da det(A) = 0, vilket héinder endast d&a aa+7 =0
dvs da a = —T7.



