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1. Ekvationssystemet

z + vy + z =1
z + 2y + 2z = 4
y + azx = a

l6ses med hjilp av Gauss. Efter forsta steget far vi

z + y + z =1
y + z = 3
Yy + azx = a

Genom att subtrahera ekvation 2 fran ekvation 3 far vi till sist

z + y + z = 1
y + z = 3
(a—1)z = a-3
Ifall @ # 1 kan vi ridkna ut successivt forst z, sen y och till sist z. Vi far:
2a a—3
T = 727 y= y B =
a—1 a—1

Ifall @ = 1 antar den sista ekvationen formen 0 = a — 3 som &r omdjligt att uppfylla da och i detta fall
saknar alltsa systemet losningar.

2. a) En bas i rummet dr 3 linjirt oberoende vektorer.

b) Vi viiljer forst tva icke-parallella vektorer i planet, t.ex. (1,—1,0) och (1,1,1). Sen kompletterar
vi dem till en bas i rummet med t.ex. (0,0,1), som ligger ju utanfor planet. Det blir en bas p.g.a.
konstruktion. Men vi kan #dven kolla direkt detta genom att t.ex. anvinda determinantkriteriet:

1 10
det| -1 1 0 | =2#0.
0 1 1

3. Linjen [ skiir planet II vid tidpunkten ¢y sddant att punkten (1 — tg,3 + to, —2to) uppfyller planets
ekvation. Detta ger
L —to—2(3+1to) +3(—2ty) =4

dvs tg = —1. Saledes, I skér II i punkten S = (2,2,2). Vi behover en punkt till pa den projicerade
linjen. For att fa den projicerar vi en godtycklig punkt pa I, t.ex. P = (1,3,0) pa II lings . Vi tar
alltsi en linje I’ genom P och parallell med @', I : (1,3,0) 4 s(1, —1,0) = (14 s,3 —s,0). Denna insatt
i IT:s ekvation ger oss

14+s—2(3—3s) =4,

eller s = 3, som ger oss alltsd en till punkt pa den sokta linjen, @ = (4,0,0). Det aterstar bara att dra
en linje genom S och @

1":(2,2,2) +0(4—2,0-2,0—-2) = (2+ 20,2 — 20,2 — 20)

som #r alltsd den sokta linjen (med parametern o). Svaret &r rimligt, ty [”:s hastighetsvektorn
(2, —2, —2) dr parallellt med planet (14tt att kolla genom att skaldrmultiplicera den med planets normal:
(2,-2,-2)-(1,-2,3) =0.



4. Laserstralen [ triiffar planet II i punkten S = (1 + to, —2t9, 3) dér ¢y uppfyller ekvationen
—3(—2tp)+4-3=6

dvs dér tg = —1. Saledes, S = (0,2,3) och den reflekterade stralen I’ utgar just frdn denna punkt.
Vidare, den reflekterade stralen I’:s riktiningsvektorn o'y fas som spegelbilden av I:s riktingsvektorn
1 = (1,-2,0). Saledes:

N T1-T 6 1
Vo= 01— 2ﬁ n=(1,-2,0) — 22—5(07—3,4) = 2—5(25, —14, —48)
dir @ = (0,—3,4) dr en vektor normal till planet. Vi kan naturligtvis bortse fran faktorn 2—15 och ta
Ty = (25, —14, —48). Saledes, den reflekterade stralens ekvation blir
1':(0,2,3) + s(25,—14, —48) med s > 0 (strilen ir en halvlinje).
5. a) Se boken, sid. 225. (1p)

b) Vi kollar l#tt att A &r ortogonal: AA! = E. Vidare, det(A) = 1 sa att avbildningen &r en ren rotation.
Det aterstar att hitta rotationsaxeln samt rotationsvinkeln. Rotationsaxeln #r en linje genom origo
parallellt med en vektor  som uppfyller kravet F() = u eller AX = X, dvs

1 2 =2 1 I I
- 2 1 —2 T2 = T2
1 2 2 I3 T3

Loser vi detta far vi att
(.’L‘l, o, .’E3) = t(l, 07 1)

vilket &r alltsé var rotationsaxeln. Genom att ta en vektor i rotationsplanet x;+x3 = 0 (alltsa ortogonal
mot rotationsaxeln) , t.ex.w = (0,1,0) och rotera den far vi en vektor F (') som har koordinaterna

0 1 2 -2 1 0 1 —2
F@w)~A[ 1 =32 1 -2 L=z 1
0 1 2 2 0 2
Rotationsvinkeln blir da lika med vinkeln mellan @ och F(%') och den fas ur formeln:
v-F(T) 1
s = =>——=— = =
VHF@)] 3

(observera att bade v och F(%’) har lingden 1 - avbildningen F &r ju en rotation som ér alltsa isometri)
eller a = arccos(1/3) vilket &r ungeféir 70°.

6. a) Alla vektorer parallella med (1,0,1) (rotationsaxeln) &r egenvektorer som tillhér ett enda egenviirde
A = 1. Det finns inga andra egenviirden/egenvektorer.

b) Det kan man inte gora: avbildningen &r en rotation som saknar alltsd en bas av egenvektorer. Det
foljer dven ur svaret pa del a).

Obs: uppgiften kan #ven losas direkt genom att 16sa matrisens egenproblem; det ér dock onddig att
genomféra denna berikning om man gjort uppgiften 5.

7. Berdkningen dr standard: man skickar en linje genom P ortogonal mot planet
1: (20,90, 20) +t(A, B,C) = (zo + At,yo + Bt, zo + Ct)
och kollar var den tréiffar planet genom att stoppa in linjen i planets ekvation:
A(zg + At) + B(yo + Bt) + C(z0 + Ct) + D = 0,
vilket ger

o = —AZCo—Byo—CZ()—D
0= A2+ B2+ (2




Saledes, skirningspunkten mellan linjen och planet &r
S = (370 + Atg, yo + Bto, 20 + Cto).

Det sokta avstandet d ges av ldngden av vektorn PS = (Ato, Bto, Ctg) = to(A, B,C), dvs

|Azg + Byo + Czo + D|
d=lto| VA2 + B2+ C? = :
o Ny oo




