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1. Ekvationssystemet

1 + 20 — w3 + wx¢ = 0
r1 + 229 + 223 + x4 = 0
Ty + 2 — 23 + 3x4 = 0

lsses med hjilp av Gauss. Berdkningen dr elementér (1:a ekv multipliceras med —1 och
adderas till ekvationerna 2 och 3). Losningen ér 1-parametrisk:

(21, 22,23, 24) = t(—5,2,0,1)

2. En matris
kommuterar med matrisen

om och endast om AB = BA eller

1 -1 r1 X2 . r1 X2 1 -1
2 3 x3 x4 ) \ x3 24 2 3 )
Utfor vi multiplikationen far vi
1 — X3 To — X4 o 1+ 2{132 —x] + 3.’L‘2
201 + 323 2x90+3z4 ) \ x3+2x4 —23+314 )

Jamfor vi dessa matriser far vi ett system av 4 linjira ekvationer vars 16sning (Gauss igen)
dr 2-parametrisk:

1
(1‘1,.%'2,.%'3,.’134) = _t+37_§t7t78

Det betyder att méngden av matriser som kommuterar med A dr ocksd 2-parametrisk och

ges (t.ex.) av
(-1 -3 10
B—t( 10 >+s<0 1).

Observera att denna méngd innehaller éiven enhetsmatrisen F, vilket &r sjilvklart ty £ kom-
muterar med alla matriser, inte enbart med A.



3. a) For att visa att vektorerna
= (1,-2,3), v =(3,7,-5), W = (7,25, —21)

ar linjart beroende kan vi stélla de upp i en determinant och visa att determinanten &r 0.
Med tanke pa uppgiften b) visar vi dock detta direkt. Vi loser alltsé ekvationen

Ar(1,—2,3) 4+ Aa(3,7,=5) + As(7, 25, —21) = (0,0,0)

Explicit, systemet ser ut sa hir:

A1+ 3+ T3 =0
—2M1 + TAo +25X3 =
3A1 — D9 — 21 )3 =0

Gauss (igen) ger oss en l-parameterlosning: (A1, A2, A3) = ¢(2,—3,1). Detta betyder att
vektorerna w, v, W &r linjirt beroende.

b) Enligt punkten a) har vi att

—

20U — 3tV +tw = 0
for alla virden pa parametern ¢, bl.a. for ¢ = 1. Saledes
2U — 3TV +W=10

ur vilket foljer genast att
W= -2u + 3.

4. Planen #r parallella - det ser man direkt nédr man skriver om det andra planet som = — y +
3z + 15 = 0. Man kan alltsi prata om det ortogonala avstandet mellan dem. Vi viiljer nu en
punkt P pa det forsta planet, t.ex. P = (7,0,0) och vi drar en rit linje [ genom P som &r
ortogonala mot de bégge planen. [ har ekvationen

[:(7,0,0) +¢(1,-1,3) = (7T +t,—t,3t).
Sétter vi in detta i det andra planets ekvation far vi
T+t—(—t)+33t)+15=0

vilket ger ¢ = —2. Saledes, [ skir det andra planet i punkten @ = (5,2, —6). Avstandet
mellan planen ér densamma som avstandet mellan punkterna P och Q:

d= (1?2‘ = (~2,2,-6)] = V44 = 2V/11.

Pga att t = —2 1 @ far vi naturligtvis att avstandet d &r lika med lingden av den normala
vektorn (1, —1, 3) multiplicerad med |¢| = 2.



5. a) Varje symmetrisk avbildning har en ON-bas av egenvektorer.
b) Vi riaknar forst ut avbildningens egenviirden dvs vi 16ser den sekulara ekvationen:
2—A 1 0

O=det(A—AE)=| 1 2-X 0 |=0B-MNA\—-41+3)
0 0 3-2X\

vilket ger en enkelrot \; = 1 samt en dubbelrot Ao = A3 = 3. Vi hittar nu de tillhérande
egenvektorerna. Ekvationen (A — A\ E)X = 0 har formen

1 10 T1 0
1 1 0 T2 =10
0 0 2 T3 0

som har 16sningen ¢(—1,1,0). Vi vet att alla egenvektorer som tillhér det andra egenviirdet
maéste bli ortogonala till (—1,1,0) (ty F dr symmetrisk) sa vi far den forsta vektorn av den
sokta ON-basen genom att normera (—1,1,0), dvs vi tar

— 1

1=—7=(—1,1,0).

Fi= 5110
Egentligen ér Vfga bekymmer slut, for varje tva 01"tono]r1(nada_> vektorer som ligger i planet
ortogonalt mot f 1 och genom origo kommer att komplettera f i till en ON-bas av egenvek-

torer (vet du varfor?). Vi viljer dock den harda viigen och riknar helt enkelt ut egenvektorer
tillhorande Ay = A3 = 3. Vi far (A — A2 E)X =0 eller

-1 1 0 T 0
1 -1 0 To =10
0 0 O T3 0

dvs &1 = x9, x3 godt. Saledes, 16sningen blir (x1,z2,x3) = (s,s,t) = s(1,1,0) + ¢(0,0,1).
Vi har tur ty (1,1,0) och (0,0,1) dr redan ortogonala (och #ven naturligtvis ortogonala till
iy

f1). Saledes, det ricker att normera dem och vi far en ON-bas bestaende av avbildningens

egenvektorer:
— 1 — 1 —
=—=(—1,1,0), =—(1,1,0), =(0,0,1).
fi=J5(-L10). Fo=—(1.10) T3=(0.0.1)

6. For att fa matriserna for Ry samt R3 undersoker man bilder av basvektorer. Vi far

1 0 O
Ry~ A = 0 0 -1
01 O
samt att
0 -1 0
Rg ~ A3 = 1 0 O
0 0 1



Saledes,

1 0 O 0 -1 0 0 -1 0
R10R3NA1A3: 0 0 —1 1 0 0 = 0 0 -1
01 0 0 0 1 1 0 0
samt
0 -1 0 1 0 0 0 0 1
R3 o) Rl ~ A3A1 = 1 0 0 00 -1 = 1 0 0
0 0 1 01 0 010

Dessa operationer kommuterar inte. Det syns t.ex. pga att A1 As # AszA;.

. a) Antag att u € N(F). Det betyder att F(w) = 0 och saledes att F(u)-v =0 for alla
vektorer ¥’ i rummet. Men F #r symmetrisk s att det betyder dven att u - F(7') = 0 for
alla ', och eftersom alla F(7') konstituerar V(F) sa &r u ortogonal mot samtliga vektorer
i V(F).

b) Enligt dimensionssatsen méaste da V(F') vara ett plan genom origo, och enligt a) méaste
detta plan vara ortogonal mot N (F'). Saledes, V(F') &r ett plan som ges av ekvationen

—x1 + 2z + 323 = 0.



