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1. a) En n x n matris B #r invers till n x n matrisen A om AB = BA = F (i sjélva verket om
AB = E s& dr BA = FE ocksa).

b) Matrisekvationen AB = B + A! kan skrivas som AB — B = At eller (A — E)B = A'. Men

det(A—E)zdet( _01 ?1)>:37$0

s& att A — F ir inverterbar (Sats 7.6) och siledes ekvationen (A — E)B = A! kan 16sas genom
ledvis multiplikation med (A — E)~!. Detta ger losningen

peaema= (00 (43) =50 )G R )= )

2. a) Se boken, sid. 203.

b) Eftersom basbytematrisen fran basen e= (€1, €2, €3) till basen f= (71, 72, 73) I

1 3 -2
T = -1 2 0
0 1 1
s& har vi att . _
flz?l—?gsam‘c f3:—2?1+?3.

Saledes

—
U

— —
= 5f1+4f3=5(€1—€2) +4(-2¢1+¢€3) =
. 3F, -5y 447,

sa att vektorn u har i basen e koordinaterna (—3, —5, 4).

3. a) Vinkeln mellan tva plan ges av vinkeln a mellan deras normalvektorer (ifall « &r en spetsig
vinkel; ifall den &r trubbig #r vinkeln mellan planen 8 = 7 — a). Eftersom n'; = (1,2, —2)
samt 73 = (1, —1,4) far vi

1T -9 1
cos o = =

71| 7e]  VOVIS _E’

vilket ger (0 < o < 7) att o = 37 (vilket &r en trubbig vinkel). Saledes, vinkeln mellan
planen ér 7 — o = 7.

=



b) Skiirningslinjen mellan dessa plan bestar av punkter (z,y, z) som ligger bade i IT; och i Iy
dvs dem som uppfyller ekvationssystemet

r+2y—22=1
r—y+4z=19

Gausselimination ger 16sningen: (z,y, z) = (13, —6,0)+¢(—2,2,1) (skérningslinjen pa param-
eterform).

. Den sokta vinkeln « #r naturligtvis lika med vinkeln mellan de ortogonala projektionerna
P('1) samt P(7'2) av linjernas riktningsvektorer ¥’ och 7’2 pa det givna planet (ifall den
ar spetsig osv). Vibehover saledes ej att explicit beréikna dessa projicerade linjer, &nnu mindre
deras skiirningspunkt! En normal till planet éir 7 = (1,—1,—1) medan T = (—2,3,1) samt
7’9 = (1,3,1). Vidare, enligt projektionsformeln

— —
v1i-n

P(v1) = 71— =P n=(-2,3,1) — %6(1,—1,—1) =(-2,3,1)+2(1,-1,-1) = (0,1, -1)
n
— — 72 ’ ﬁ—) -3
P( v 2) = Va2— ‘_>‘2 n = (1737 1) - ?(L _17_1) = (173a 1) + (17 —1, _1) = (2a270)
n
Den sokta vinkeln ges alltsa av
P(V'1) - P(v) 2 1
cosa = — —— = ———
[P(v)[P(v2)] V28 2

Saledes, v = 17 (den é&r spetsig s& den ar OK).

. Den sekulara ekvationen har formen A% — 4\ — 5 = 0 med tva skilda reella rotter Ay = —1 och
A2 = 5. Samtliga egenvektorer som tillhér A1 far vi genom att 16sa ekvationen (A—X\ E)X =0

som antar formen
2 4 T o 0
2 4 T2 o 0

med losningrn (z1,z2) = t(—2,1). Pa samma sitt kollar vi litt att samtliga egenvektorer

som tillhor egenvirdet Ag har formen ¢(1,1). Saledes en (bland ménga) bas bestdende av
— —

egenvektorer till A dr f1=(-2,1), f2 = (1,1) (létt att kolla att dessa &r egenvektorer, gor

det!).

b) Vi kollar litt att A2 — 44 — 5FE = 0 (2 x 2 nollmatrisen). Det &r ingen slump: varje

kvadratisk matris uppfyller sin egen sekularekvation (sk Cayley-Hamiltonsasten, se boken
sid. 344 eller andra bocker for mer detaljer kring denna intressanta sats).

. Forst diagonaliserar vi matrisen A. Den karakteristiska ekvationen ér A% — 2\ — 3 = 0 vilket
ger tva skilda reella egenvirden: A\; = —1 samt Ay = 3. Motsvarande egenvektorer &r t.ex.
%1 = (1,2) och Wy = (—1,2). Saledes, vi betraktar en ny bas (w1, @2) bestaende av tvé,
egenvektorer. Enligt den allménna teori kommer matrisen (som motsvarar ju en avbildning
F i var "ursprungliga" bas - séig (€1, €2)) ha en diagonal form i den nya basen. Mer precis,
avbildningen F' har i den nya basen den diagonala matrisen

p=( 3)
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Eftersom basbytematrisen fran basen ¢ till basen f dr
1 -1
(2
sd dr D = T7YAT eller A = TDT~'. Saledes

A" = TDTl = < ; _21 ) < (_3)n 391 >

_ 1 < 2((-D"+3") (-1 -3" )
2\ 4((-1)m =3 20(-1)m+37) )

1
4

(%1)-

. a) Se boken, sid. 218.
b) Nollrummet N(F') av matrisen

2 0 4
A= 1 1 -1
-1 3 -—-11
far vi genom att 16sa ekvationen AX = 0 eller
2 0 4 x1 0
1 1 -1 T = 0
-1 3 11 x3 0

Gauss ger snabbt att 1osningen dr en-parametrisk:
($1, T, 1}3) = t(—2, 3, 1)

Nollrummet &r alltsa en linje genom origo parallell med vektorn (—2,3,1). Enligt dimension-
ssatsen maste saledes dim V' (F) = 2 sa att V(F') &r ett plan genom origo. Den spénns séledes
upp av t.ex. tva forsta kolonnvektorer i A (ty de &r ej parallella). Vi far alltsa en normal till
planet V(F') genom att vektormultiplicera dessa kolonnvektorer (i var ON-bas). Vi far

— — —
€1 €9 €3
w=(21-1)x(0,1,3)=| 2 1 -1 |=(4,-6,2)
0o 1 3

sa att viirderummets ekvation dr 4xq —6xe +2x3 = 0 eller 221 — 3z +x3 = 0 (samma resultat
fas naturligtvis om basen inte dr ON - vet du varfor?).



