Krzysztof Marciniak, I'TN
Linkopings universitet
tel. 011-36 33 20

e-mail: krzma@itn.liu.se

Losningarna till tentamen i linjir algebra TNIU 75
for BI, TL, MK, ES, OI
2007-03-10 kl. 8.00—13.00

1. Ekvationssystemet

r1 — X2 + 2x3 = 867
3r1 — x2 + axs = 235
ary + x9 — 3xz3 = —197

ar entydigt losbart om och endast om systemets matris ér icke-singulér (Sats 7.6 sid. 211)
dvs om och endast om

1 -1 2
3 -1 a |#0.
a 1 =3

Determinanten ovanfor ér dock lika med (Sarrus eller Laplace) a — a? och i#r noll endast for
a = 0 eller a = 1. Saledes, systemet ér entydigt 1osbart for alla ¢ utom 0 och 1.

- = =
2. a) Man kan visa att vektorerna f 1, f 2, f 3 utgdr en ny bas i rummet genom att visa direkt att
de dr linjért oberoende. Det ér dock enklare att anviinda sig av det kiinda determinantkriteriet
(Sats 5.10 sid. 143):

2 -1 3
0 3 —5|=-2#0.
2 0 1

Kriteriet ger alltsa att dessa tre vektorer &r linjért oberoende och saledes utgor de en bas i
rummet.

b) Som vanligt, den sokta basbytematrisens kolonner utgors av komponenter av de nya basvek-
torerna i den gamla basen, dvs

¢) s koordinater i basen e blir X = TY diir Y dr s koordinater i basen f och X #r u':s
koordinater i basen e (enligt regeln "gamla koordinater = T"-nya), det vill séiga

2 0 2 1 8
X=TY=| -1 3 0 2 | = 5
3 =51 3 —4



ie. W =8¢+ 5¢€y—4¢€3. Detta kan dven utriknas direkt:
— — —
U o= f1+2f2+3f3=

= 2¢1—€2+3¢€3+203€2—-5¢€3)+3(2€¢1+ €3) =

= 8€¢1+5es—4es.

. a) Laserstralen #r en linje /; med parameterekvationen
(,y,2) =P +tv = (1,-1,2) + t(~2,3,7) = (1 — 2t, —1 + 3t,2 + Tt).

Laserstralen skir planet II precis da viirdet pa parametern t dr sadant att linjens ekvation
(1 —2t,—1+ 3t,2 + 7t) uppfyller #ven planets ekvation. Detta ger

201 —2t) +3(=1+3t) +2+ Tt =T,

eller 12t = 6 dvs for t = % Sétter vi in detta virde i 1 far vi den sokta punkten:

1 1 1 111
S = <1—2-§,—1+35,2+7-§> - <o,§,—>.

Det ar litt att se att S € I1.

b) Vi skickar nu fran P en linje /3 som &r normal (i.e. ortogonal) mot planet II. Saledes,
lo: (z,y,2) = (1,-1,2) 4+ s(2,3,1). Normalen skir planet i en punkt som vi kallar ). Pa
samma sétt som i uppgiften a) beridknar vi tiden s nir normalen skiir planet och far att
s = 1%. Saledes, strickan @ blir

6

PO =(1,-1.2
Q_(7_’)+14

6
2,3,1)—(1,-1,2) = —(2,3,1).
(2,3,1) = (1,-1,2) = 1(2,3,1)

Det sokta avstandet blir saledes

== 6 6 6
d=|PQ| = fl2.3.0] = GVIFIFT=

. a) Se boken (Def. 5.2 sid. 131).

b) Volymen av den parallellepiped som spénns upp av vektorerna (1,0, 4), (0, 1,2) och (2, —3,0)
(ON-bas) ges av

1
V=0 1 2 |=-2
2

sd att V = 2.

. a) Se boken (Sats 7.7 sid. 218)

b) Som vi vet spinns viirderummet V(F') av kolonnvektorer av matrisen A. Kolonnerna 1
och 2 &r linjir beroende (den andra = 2-den forsta) medan kolonnerna 1 och 3 #r linjért



oberoende och utgor saledes en bas for virderummet V(F). V(F) dr alltsa ett plan genom
origo med en normal

— — —
c

m=colyxcolz=| 1 -1 4 |=(=8,-4,1)
-1 2 0

(diir (€'1, €2, €3) dr den ON-bas avbildningen ges i) dvs planet 8z1 + 425 — 23 = 0. Enligt
dimensionssatsen méaste da nollrummet N (F') vara en linje genom origo. Nollrummet N(F)
hittar vi genom att 16sa matrisekvationen AX = 0 vilket ger

-2
X=tv=t| 1 |, teR
0
Det ar lidtt att kontrollera resultatet:
1 2 -1 -2 0 _
F(W)~| -1 -2 2 1 |=10]~0.
4 8 0 0 0

. a) Se boken (Sats 8.2, sid. 239).
b) Avbildningen &r symmetrisk (ty A = AT) sa den sokta ON-basen finns sikert enligt

spektralsatsen. Vi borjar med egenviirden och loser den karakteristiska ekvationen

0 =det(A— \E) =

' 2—-\ -6 ’:(2_>\)(11_>\)—36:>\2—13>\—14-

-6 11—-2X

Dess rotter dr A\; = 14 samt Ay = —1. Motsvarande egenvektorer far vi om vi loser matrisek-
vationerna (A — \;E)X = 0 vilket ger ©'1 = (1,—2) och vy = (2,1) (de ir ortogonala ty
avbildningen #r symmetrisk men de dr ej normerade én). Normerar vi dessa egenvektorer far
vi en ON-bas bestaende av egenvektorer till F":

o (1,-2), o

1= (2,1).
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. Om A dr F:s matris i nagon ON-bas sa #ir A bade symmetrisk (dvs A = A”) och ortogonal
(dvs AAT = E). Ur detta foljer snabbt att A? = E dvs F? = I. Saledes, om F () = A\ sa
ir w = FX(W) = F(F(W) = FAW) = AF(W) = A2 eller A2 = 1. Exempel pa ett sadant
avbildning &r spegling i ett plan genom origo eller spegling i en linje genom origo. Finns det
andra exempel?



