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1. Ekvationssystemet
1T — T2 + 2x3 + x4 =
3r1 — 229 4+ x3 — wxy = 1

l6ses naturligtvis med hjélp av Gauss. Efter forsta steget antar systemet formen

x1 — x2 + 2z3 + x4 =
5132—5373—4.%'4:1

och det syns att losningen blir tva-parametrisk. Om vi viiljer x3 och x4 som parametrar:
T4 =t, x3 = s sa far vi att

o =5x3+4xs+1=1+5s+4t

och till sist
T1=x9— 203 —x4=1+5s+4t—2s—t =1+ 3s + 3t.

Losningen blir saledes
(1:1, X9, X3, {L'4) = (1, 1,0, 0) + 8<3, 9,1, O) + t(?), 4,0, 1)

(i.e. ett tvidimensionell plan i R*). Din losning behover naturligtvis ej vara av samma form
med den maste beskriva samma plan.

2. Per definition, tva matriser, siig A och B, kommuterar om AB = BA. Detta betyder att de
maste vara kvadratiska och av samma dimension (typ). I vart fall betyder detta att vi soker

efter alla 2 x 2 matriser
r1 X9
T3 T4
som uppfyllerv matrisekvationen
21 1 X2 o r1 X9 2 1
3 7 3 T4 ) \ X3 T4 3 7

2x1 4+ 3x2 1 + Tx9
223 +3x4 T3+ Txa )

eller

2r1 +x3  2T9 + x4
3x1+ Tx3 3x0+ Txy



Denna matrisekvation ger ekvationssystemet (kolla!)

I3 = ng
T4 =T+ DTo
3x1 + 5x3 = 314

som har losningen (x1, x2, x3,x4) = (—bs+1,s,3s,t). Saledes, méngden av alla matriser som
kommuterar med den givna matrisen #r tva-parametrisk och ges av

. -5 1 4t 10
3 0 01
Den innehaller naturligtvis enhetsmatrisen £ (som kommuterarar ju med alla matriser) for
s=0and t=1.

. a) Vi behover veta hur basvektorerna e; = (1,0,0), es = (0,1,0) samt e3 = (0,0, 1) avbildas
under projektionen P. Projektionen P #r den ortogonala projektionen pa linjen [ som har
riktningsvektor v = (1,2,—2) och saledes vi kan anviinda oss av projektionsformeln:

v 1
P(e_l)) = T ?7 = 5(1727 _2)
Pa samma sitt far vi N )
€2 - v
P(&) = =7 = 5(1,2,-2)
samt SN
P@) =22 % =-2(1,2,-2)
v
Saledes, matrisen A r
1 2 =2
A=— 2 4 -4
-2 —4 4

b) Eftersom A #r matrisen for en projektion P (sa att P? = P vilket ger A? = A) sa #r
A? — A = 0. Detta kan kontrolleras med en direkt utrikning.

. a) Se boken (Sats 7.7 sid. 218).

b) Naturligtvis, viirderummet V' (P) &r linjen [ projektionen sker pa. Eftersom projektionen ér
ortogonal si #r nollrummet N (P) ett plan genom origo och ortogonal mot linjen I. Som dess
normal kan saledes tas linjens riktningsvektor v = (1,2, —2) vilket betyder att nollrummets
ekvation dr x1 + 229 — 223 = 0.

. a) Se boken (Sats 7.10 sid. 225)
b) Vi kollar l4tt att matrisen
-1 0 0

A= 0 cosa —sino
0 sina cosa



ar ortogonal: AA”T = E si den representerar isometri. En inte alltfor svar utrikning (som
utnyttjar trigettan sin? o 4 cos? a = 1) ger dessutom att det(A) = —1. Eulers sats ger oss da
resultatet.

6. Vi skall utrdikna A™ genom att forst diagonalisera matrisen. Enkla utrédkningar ger att A har

tva skilda egenvirden: A; = 14 samt Ay = —1 och en ON-bas av egenvektorer
Ai=—(,-2), h=—r@1)
1= \/5 ; ; 2 = \/g )

(dér E} motsvarar \; och E motsvarar Ay). Basbytematrisen fran basen e till basen f blir da
1 1 2
Tl 1)
och #r naturligtvis ortogonal dvs T—! = T%. Vidare, vi vet att matrisen i den nya basen f

antar diagonalform
(M 0 (14 0
v=(0 )00 5)

A andra sidan, Ap = T—1AT sa att A = TAfol. Vi har da

-1 -1 -1 -1
A" = TAT-TAT ... -TAT :TA?T =

n ganger

0 (-1)"

_ 1 4" +4 - (=1)" —2.14" 2. (=1)"
- —2. 14" 2. (1) 4147 4 (—1)"

n
_ ( 14 0 > T* = [enkel utrékning] =

5

Observera att A™ dr symmetrisk ty A dr symmetrisk. Observera dven att formen giller
egentligen for alla n € Z (i.e. for alla heltal, inklusive n = 0).

7. Beviset finns i boken pa sidan 237.



